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数码谜题求解的算法设计及其扩展研究 
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摘 要：数码谜题是人工智能领域中的经典问题。结合低阶数码谜题求解的具体实现过程，分析了求解高阶数码谜题的 

存储机制设计、可解性判断、移动规则设计及搜索策略。与传统搜索算法相比，A*算法具有求解快、占用内存小的特点， 

研究了该算法框架下的启发函数改进及向高阶数码谜题求解的扩展。实验结果证明了该算法的有效性。 
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Algorithm Design and Extension Research of N’-。Puzzle Problem 

FENG Xiao-hui，MA Guang-si 

(School 0f Info．&Control Eng．，Xi’an Univ．of Architecture& Tech．，Xi’an 710055。China) 

Abstract：N—puzzleis a classic problem in artificialintelligence．Combiningwiththeimplementation process of solring 8一puzzle．arm· 

lyzed thedesigningofthe storagemechani~n，judgingofthe,solvability，d~igningofmoving rules，and search strategyof solvingn—puz— 

zle problem．Comparedwithtraditional searchalgorithm，A algorithm hasfaster speed andlas8memory u{mge．Basedonthe framework 

of A algorithm ．researched the impmvement on the heuristic function and the extension toward~lving the n—puzzle．The experiment 

results have illustrated the effeetivene~of this algorithm． 
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O 引 言 

8数码谜题又称重排九宫，参见图 1。问题描述 

为：8个用数字 1～8标注的棋子摆放在一个 3X 3共 9 

个格子的棋盘上，空出一个格子使棋子能在盘内水平 

滑动，以形成不同的棋局。求从任一初始棋局变化到 

另一目标棋局是否有解，以及有解时的解法。其初始、 

目标棋局皆可人为构造或随机生成。 

围团圆圈 
初始棋局1 目标棋局1 初始棋局2 目标棋局2 

图 1 8数码谜题 

关于 8数码谜题已有不少文献讨论过，且有确定 

的结论。文献[1]从可解性和算法等方面探讨了问题 

的表示和求解；文献[2，3]分别使用C++与Java语言 

求解问题；文献[4]分别使用深度、广度优先搜索与A 
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*算法解题 ，分析比较了三者的性能和应用范围；文献 

[5]比较了8数码中三种不同启发函数的搜索效率，并 

指出选择最佳启发函数的原则。文中结合笔者实现数 

码重排的实验，开展对相关问题的理论分析及算法设 

计，其中包括一些扩展性讨论。 

1 存储机制设计 

根据图1，8数码谜题的棋局显然可用矩阵或二维 

数组存储。按照对应关系，棋局也能以向量或一维数 

组形式存放。 

(1)按从左向右、从上到下的顺序，任意棋局可惟 

一 对应一序列P=ala2n3a4a5a6 7a8a9。其中a (i= 

1～9)为0，1，⋯，8九个数中的一个，0表示空格，称序 

列P为棋局对应的状态序列。该序列可采用一维数组 

S[1～ X ]存放，例如，图1中初始棋局1可存储为： 

S(1)一 3，5(2)一 2，S(3)一 5，S(4)一 4，S(5) 

一 1，S(6)一 8，S(7)一 0，S(8)一 7，S(9)一 6 

(2)棋局还能以S型顺序来存放。即对第一行元 

素按从左到右的顺序依次存放，然后对第二行以从右 

向左顺序存放，第三行又与第一行存放方式相同，依此 

类推。 
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与大多数讨论相同，文中采用(1)中存储方式。 

2 可解性判断 

由于重排问题中有些初始棋局无法变化到目标棋 

局，因此求解前必须先讨论其可解性。对于8数码，可 

考察从初局到终局能否偶数次交换棋局的任意两个 

数，若能，则问题有解；否则无解。用代数学术语可描 

述为考察从初局到终局所作置换是否为偶置换，若是， 

则问题有解 J。具体处理过程是通过计算棋局状态序 

列的逆序数来判断的。 

2．1 序列的逆序数 

在序列P中对i< ，若有 口 >ai，则称ai出现了 

一 个逆序 ，元素 aj的逆序数记为尺(aj)[引。于是序列 P 

的逆序数记为R(P)，定义为除元素0外所有元素的逆 

序个数之和。序列 P的元素存放在数组S[1～，2× ] 

中，则求其逆序数的算法如下： 

Stepl t= 0； 

Step2 i= 1； 

Step3当 i≤ × 时反复执行 

Step3．1 If S[i]≠ 0 then 

对 =1到 一1步长取 1 

If s[j]>S[i]then t=t+1 

Step3．2 i= i+ 1 

Step4 R(P)= t 

2．2 可解性判断 

对于任意 阶棋局，判断可解性需要考虑 的奇 

偶性。 

引理 1 若 为奇数，只要按规则移动，则状态序 

列逆序数的奇偶性不变。 

证明：因元素0对序列求逆序数没有影响，为了方 

便证明，状态序列中可不考虑0。当数码左右移动时， 

状态序列没有变化，故其逆序数奇偶性不变；考察数码 

上下移动。当数码 n 下移时，相当于数码往后挪了 

个位置，序列从 口l口2⋯口 川口H2⋯口f+，卜1⋯口 z—l变为 

口la2---口川口m⋯＆H 一1口 ⋯口，I2—1，即状态序列中 n 与 

+1，n 与口m ，⋯，口 与n + 一1，依次进行了 n一1次相 

邻对换。因为序列经过偶数次邻换后，其逆序数的奇偶 

性不变⋯，所以问题得证。同理可证数码上移。引理 1 

得证。 

引理2 若 为偶数，只要按规则移动，则状态序 

列的逆序数加空格所在行数的奇偶性不变。 

证明：情况 1：当数码左右移动时，状态序列没有 

变化，故其逆序数奇偶性不变。因移动前后空格均在同 

一 行，显见状态序列的逆序数加空格所在行数后，奇偶 

性不变。情况2：考察数码上下移动。当数码 n 下移时， 

也意味着位于棋盘第 行的空格上移到第77l—l行， 

设原序列为Po，移动后的序列为P 。与引理 1证明类 

似，数码下移时状态序列中a 与口州，a 与口H2，⋯，a 

与口 一】，依次进行了n一1次相邻对换。由于假设前提 

中 ，z为偶数，故 n一1为奇数。因此这一下移变换改变 

了原序列逆序数的奇偶性，用公式可表示为(一1)R( ) 

= (一1)R‘ t)+ 。此时，若把空格所在的行数考虑进去， 

即对原序列P0的逆序数加 ，对移动后新序列尸 的 

逆序数加 优 一1，因 与 z一1奇偶性相反，可得(一 

1)R(尸o) m= (一1)R(PI)一～。可见数码下移，状态序列 

逆序数加上空格所在行数后的奇偶性保持不变。同理 

可证数码上移。综合情况 1与情况 2，引理 2得证。 

阶数码重排问题 中，任意初始状态可到达的状 

态数为 1／2个[ 。这样恰把棋局状态空间分为两个 

等价类。亦即，只有等价类内的状态彼此可达。 

综上分析，8数码谜题扩展到任意 n阶时，可解性 

判断定理如下 ： 

(1)对奇数阶棋盘，只有当初始状态序列与目标状 

态序N--者的逆序数奇偶性相同时问题有解。 

(2)对偶数阶棋盘，只有当初始状态序列与目标状 

态序列二者各自的逆序数加其空格所在行数所得结果 

的奇偶性相同时问题有解。 

3 移动规则及相应操作 

设计算法求解数码问题前，必须预先给定移动规 

则及相应的操作。数码的上、下、左、右移动都是围绕 

着棋盘空格进行的，即棋盘空格与相邻的数码互换位 

置。 

用 J表示上述一维数组中元素0的下标，则 s[j] 

就表示棋盘的空格。对8数码而言，以1≤J≤6作为上 

移限制规则，即当且仅当空格位于 8数码上部两行中 

时，才允许其下方的数码上移。扩展到 15数码时，以1 

≤ ≤12作为上移前提，即当且仅当空格处在15数码 

上部三行中时，才允许其下方的数码上移。 

同理，8数码的下移、左移、右移规则分别为 4≤ 

≤ 9、 mod 3≠0、 mod 3≠ 1；扩展到 15数码的相应 

规则分别为5≤ ≤ 16、J mod 4≠ 0、J mod 4≠ 1。 

综上可构造出 ，z阶棋盘的移动规则 ，以及满足某 

种(上、下、左、右)移动规则时执行的相应操作： 

上移操作：if 1≤ ≤ ×(，2—1)，then S[j]= 

S[i+ ]，s[j+，z]：‘0’； 

下移操作：if，2+l≤ ≤ (n×，z)，then S[j]= 

S[ ～ ]，s[j一 ]：‘0’； 

左移操作：if J mod ≠0，then s[j]=sE)+1]， 
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S[j+1]：‘0’； 

右移操作：if mod n≠1，then s[j]=s[j一1]， 

s[j～1j=‘0’； 

例如‘上移操作’，若条件满足，先将表示上移数码 

的数组元素s[j+n]赋予s[i](空格)，让后者表示上 

移数码；再给 s[i+，z]赋值 O，使其表示空格，就此完 

成数码上移。 

4 搜索策略 

数码重排通常采用状态空间搜索作为求解方法， 

但广度和深度优先搜索都是盲目展开子结点，这样就 

可能出现指数级的时间复杂性，所以最好使用启发式 

搜索求解。 

4．1 启发式搜索 

启发式搜索就是在搜索时通过一个估价函数来对 

每个结点进行评估，选择代价最少、重要性较高的作为 

下一步的搜索结点，然后跳转其上(若有一个以上代价 

最少结点，通常选择距离当前搜索点最近一次展开的 

结点进行下一步搜索)。 

启发式搜索算法通常由两部分组成：估价函数和 

使用该函数搜索状态空间的算法。估价函数定义为从 

初始结点经过 结点到达目标结点的最小代价路径 

的代价估计值。它的一般形式是 ．厂(Y1)：g( )+ 

h(糟)．其中g(n)是从初始结点到 结点的实际代价， 

h(n)是从 ”结点到目标结点的最优估计代价，主要是 

，l(，1)体现了搜索的启发信息[引。 

4．2 算法估价函数 

数码重排最简单的启发函数 h(，z)(见图2)就是 

计算当前状态与目标状态相比位置不符的数码数目。 

该方法虽然计算量较小，但其结点扩展量大，搜索效率 

低。 

所以将 g(n)定义为从初始结点到 结点移动的 

数码数目，即搜索树中 n结点的深度；h(，z)定义为在 

it／结点状态下各数码到达目标状态的距离之和，即 

h( )= (I l—z 2 i+f Yfl—Yi2 I)，．17 l、．27 2分另Ⅱ 

为数码 i在当前状态和目标状态下的横坐标，同理 Y 

为纵坐标。 

龠 囝 
当前棋局 目标棋局 

图2 启发函数 h(n) 

4．3 A*算法框架 

A*算法是指满足条件 h(r／)≤ h (，z)的启发式 

搜索，h ( )为从 结点到目标结点的实际最优代 

价，多数情况下 h (，z)无法计算，但要判定 h(，z)是否 

大于 h (Y／)是可能的。 

A*算法采用两个称为 Open表和Closed表的动 

态数据结构，前者记录当前未考察的结点，后者记录考 

察过的结点。扩展所得子结点按其估值的大小插人 

Open表中合适的位置，每次从中选出估值最小的加以 

扩展。每个结点都保留父结点的信息，这保证了搜索 

完毕后，能通过 Closed表返回完整的搜索路径[引。求 

解数码重排的算法框架如下： 

Stepl判断问题可解性；若无解，则退出。 

Step2初始化，将初始结点放入Open表，令Closed 

表为空。 

Step3若 Open表不为空，循环执行以下操作： 

Step3．1选取 Open表的表头作为当前结点；若该 

结点是目标结点，跳转至Step4。 

Step3．2将当前结点从 Open表中移除，放入Clo- 

sed表中。 

Step3．3求出当前结点的所有子结点。 

Step3．4计算子结点的估价值。 

Step3．5如果子结点不在 Open表和 Ck~,ed表中， 

将其插入到Open表。 

Step3．6按照结点的估价值，以递增顺序重排 

Open表。 

Step4回溯得解。 

如图3所示(字母表示结点，数字表示该结点的估 

价值)：假设初始结点A产生三个子结点 B、C、D，则 

Open表与 Closed表的当前状 态为 Open=[B4，C4， 

O6]，Closed=[A5]。然后选择 Open表中估值最小的 

结点B扩展后，Open~[C4，E5，F5，I36]，Closed=[t34， 

AS]。但启发信息也可能出错，故算法不丢弃其它状 

态而是将其保留在 Open表。当某一启发信息将搜索 

导向错误路径时，可从 Open表中选取先前生成的“次 

优”状态进行搜索。此例中结点 B扩展所得结点 E、F 

的启发性较差，算法自动纠错，将搜索转移到C结点。 

A-5 

· — — —  — ＼
- 

·／ ＼· ／＼  
B 5 F·5 G-4 H-3 

图3 算法搜索示意 

5 结束语 

最差情况下A*算法的时间复杂度为 O(b )，其 

中b为搜索树的最大分枝因子， 为状态空间的最大 

(下转第 116页) 
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VSM进行测试，最后得到不同的阈值下传统模型与改 

进模型的查全率、查准率及综合评估率F的结果(见表 

3)。 

通过实验结果可知，通过改进索引项权重和相似 

度的计算方法，使基于改进模型的查全率和查准率得 

到一定的改善。 

表2 从本系统收集的用户问句中抽取了 

387条问句(问句未加改动) 

编号 问 句 

1 

2 

3 

●  

： 

317 

什么溢出错误! 

frx，Scc文件怎么来的，有什么用啊? 

怎么做才能让文本框字以彩色显示!? 

图像控件部分也要考吗? 

表 3 用户问句与 FAO库中问题 

相似度测试实验结果 

5 结束语 

文中提出的基于改进的向量空间模型的权重和辅 

助关键词距离和次序的句子相似度算法，在特定领域 

文档查询中的查全率、查准率方面有明显的改进。本 

检索模型是针对特定领域，对分词词典有特别要求：针 

(上接第 ll2页) 

深度。为了存储产生的结点，此时相应算法空间复杂度 

也为O(b )Is]。随着问题变复杂，其状态空间规模也 

随之增大，8数码约为1．3×10 ，15数码为 10”，24数 

码为1025。因此搜索所需时间、空间都急剧增加，这也 

解释了一般在实验中15、24数码求解为何特别耗时。 

笔者目前正基于多线程和多核技术在作相关理论研究 

和实验测试，期望能通过并行处理得到好的结果。 
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