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摘 要：由于现有的求解最小费用最大流问题的方法都存在其局限性，为了更好地解决实际问题，在已有最短路算法以及 

最小费用算法的基础上作了改进，给出了一种求解基于最大流的最小费用问题的算法。文中针对小规模网络给出求两点 

之间最小费用的一种简单易行的方法，此外该算法可以在一个图上完成，这样可以节省许多画图时间，增强了算法的直观 

性和可控性。并且构建石油运输的网络模型，结合最小费用最大流算法，给出该模型从产地到销地的最优运输方案，最后 

通过具体的模型实例验证了该方法的效率和实用性。 
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Sequence Algorithm Based on Minimum Cost and Maximum  Flow 
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(School of Science，Nanjing uIliversity of Posts and Telecommunications，Nanjing 210003，China) 

Abstract：Due to the limitations of existing solving the mi nimum cost and maximum flow method，in order to better solve practical prob- 

lems。propose a algorithm to solve the problem of the minimum cost and maximum flow based on the existing shortest path algorithm and 

mi nimum cost algorithm．A simple algorithm to solve the problem of the shortest path between two po ints in a small—scale networks is 

discussed．Moreover。the algorithm can be finished in a graph，SO can save a lot of drawing time。improve the algorithm S intuition and 

controllability．And design a netw o~ mod el of oil transportation，then combining with the minimum cost and maximum flow algorithm。 

givethebest scheme oftransportationfromthe ori#ntOthemarket，atlast validatethe efficiencyand practicability ofthemethod through 

concrete mod els． 
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1 问题的提出 

最短路问题在近半个世纪以来一直是人们所关注 

的一个优化问题，它是指在一个赋权图的两个节点之 

间找出一条具有最小权的路径。在近五十多年的研究 

历史中，人们已经建立了关于最短路问题较为完善的 

理论，并设计了一系列求解最短路的算法 ，还有一 

些关于最短路算法的实现。 

此外，近年来随着计算机科学技术和网络的快速 

发展，关于求解两点之间最短路的问题得到了更深的 

研究，许多学者在主流算法的基础上纷纷提出了许多 

改进的算法。文中主要是在已有算法的基础上，介绍 
一 种求两点之间最短路的方法，进而给出一种改进的 

最小费用最大流的算法。 
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2 问题的分析 

2．1 基本概念 

定义 1 赋权图。 

对图G的每条边e，赋以一个实数 (e)，称为边 

e的权(在这里权值可以为弧上的容量、流量、费用)。 

每条边都赋有权的图称为赋权图 。 

定义2 最短路。 

给定的赋权图G及G中两点 ， ，求 到 的具 

有最小权的路称为 到 的最短路。 

定义 3 容量一费用网络。 

设 G=( ， ，c)是一个带始点 和终点 的容量 

网络。对于每条弧 ( ， )，除了给出每条弧的容量 c 

之外，还给出了单位流量的费用∞( ， ，)= ≥0，这 

样称网络 G为容量一 费用网络，记G=( ，E，c，∞)。 

设，是容量一费用网络 G上的一个可行流，称 ∞( = 

∑ 为可行流的费用。 
【 』，qJ E 

定义4 最小费用流。 

设％是给定的一个非负数，最小费用流问题就是 
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在带始点为 和终点为 的容量一费用网络G中求一 

个定流值为 。，且费用最小的可行流，这样的流称为最 

小费用流 。其数学模型为 

)≤ ≤c i,j=s，1，2，⋯，n，t 

∑ =‰ 
J 

∑ 一∑ =0 i=2,3，⋯，n，t 
J 5 J 

∑ =％ 

定义5 最小费用最大流。 

所谓最小费用最大流就是在容量一费用网络 G= 

( ，E，c)中求一个费用最小的最大流。 

2．2 问题描述 

最短路问题一般描述如下：在一个网络中，给定一 

个始点和一个终点，求从始点到终点的一条路径，使得 

路长最短(即路径的各边权数之和最小)。其中路径 

可以指距离，也可以指时间、费用等，从而相应的最短 

路径问题也可以转化成为最短时间、最小费用等问题。 

通常求最短路最常用的几种算法有最短路的拓扑排序 

法、Dijkstra算法、Ford算法、Folyd算法等。在这里不 

再详细介绍，具体算法请参见文献[6]。下面文中给 

出在以上几种求最短路算法基础上针对简单的网络所 

用的求最短路的一种方法，进而改进最小费用最大流 

的算法。 

3 新算法的思想及步骤 

3．1 算法思想 

最短路算法的目标是在赋权有向图G中求出 ， 

两点的最短距离，那么首先要做的便是要找出 与 

之间所有的有向路径，因为最短路径肯定是这些有 

向路径中的某一条，然后求出 ， 之间所有有向路径 

的权值，其中权值最小的有向路径即是要求的 到 

的最短路。在这里以求单位费用网络中的最短路为 

例，其它的如流量、容量的最短路算法与其类似。 

3．2 算法步骤 

Stepl构造赋权有向图 G ，定义 G‘中弧的权为单 

位费用值； 

Step2列出G‘中 到 的所有有向路径 s ，|s：， 

⋯

，
S，； 

Step3计算出所罗列有向路径 S，，Is：，⋯，．s，的费用 

权值 。， ，⋯， ，，则权值最小 所对应的路径P 便 

是 到口 的最短路径，算法结束。 

注：路径可以指距离，也可以指时间、费用等 ’ ， 

当指费用时，求出的就是最小费用路。当在网络中再 

增加一个流量限制条件，利用上述的最小费用路算法 

可以得到预定流值为 (或者最大值)的最小费用路 

的算法(或者最小费用最大流算法)。 

因为在网络中至少有一条有向路径，所以此时仅 

需要将所有有向路径按照权值从小到大排序，然后按 

照顺序依次增广，直至增广到预定流值 (或者不存在 

可增广路径)为止。具体算法如下： 

Step0构造赋权有向图G’，定义 G’中弧的权为单 

位费用值； 

Step1列出 G’中 到 的所有有向路径 ．s ，．s ， 

⋯

，
S，； 

Step2计算出所罗列有向路径．s ，．s：，⋯，Is，的费用 

权值 ，， ，⋯， ，把费用权值从小到大排序； 

Step3按权值从小到大的顺序依次对所罗列的满 

足增流条件的有向路径增流，直至增流至预定流值 。 

(或者不存在可增广路径)为止，则P，，P2，⋯，P。(1≤s 

≤r)便是 到 的满足预定流值 。(或者不存在可增 

广路径)的最小费用路径。算法结束。 

注：假设 P。，P2，⋯，P ，P ，⋯， 是按权值从小 

到大的顺序排列，在增广过程中可能会出现由于P 的 

增广时产生了饱和弧，导致有向路径P川不能走，此时 

只需要跳过此路径，依次序继续往下增广，直至达到预 

定流值 (或者不存在可增广路径)为止。具体增流 

过程可参见参考文献[9]。 

3．3 算法的复杂度 

设容量网络G的顶点数为／'g，弧数为m，c一为G中 

所有弧容量的最大值。 

算法的第一步寻找 到 的所有有向路径，最多 

执行nm次，得到容量网络 G ，每次构造容量网络 G 

的复杂性为 0(nm)，而在第三步中沿最小费用路径 

增广的次数不会超过nc ，于是整个“排序”算法的复 

杂性为 D(n2mc )，即知这是一个强多项式算法。 

3．4 算法的可行性分析 

下面主要从两部分说明上述“排序”算法是正确 

的。第一，算法的三个步骤可以有效地执行；第二，算 

法经过有限步后都会终止，不会出现死循环。 

(1)算法的三个步骤可以依次地执行。 

算法第一步是寻找从 到 的所有有向路径，由 

于容量网络G的顶点集、弧集都为非空有限集合，所以 

第一阶段执行nm步后会终止。之后是计算出所罗列 

出的有向路径的费用权值，并把费用权值从小到大排 

序。算法的第三个步骤是按权值从小到大的顺序依次 

对所罗列的满足增流条件的有向路径增流 直至增流 
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至最大 (或者不存在可增广路径)为止，因为所罗列满 

足条件的有向路径是存在的，所以第三步也可以进行。 

算法可执行。 

(2)算法经有限步后会终止。 

当算法终止时，得到的有向网络是一个费用最小、 

流量最大的网络。 

因为初始网络的流量为可行流，在此基础上进行 

有限步的调整。在调整过程中，既满足弧的“容量条 

件”[】。。，又满足流量的“守恒条件”_】 ，所以调整结束 

后，有向流网络中的流仍为可行流，直至弧达到饱和。 

算法终止时，从源点到汇点的每一条有向路径上 

至少有一条饱和弧，网络中不存在从 到 的有向路 

径，所以，所求的有向网络中是一个最小费用最大流网 

络。 

因此，算法是正确的。 

4 改进的最小费用最大流算法在石油 

运输中的应用 

4．1 石油运输模型 

有一家石油公司，该公司拥有一个运输管 

道网络，用这个网络可以把石油从采地运送到 ， 

一 些销售地，在这里为了方便以后的算法比较 

说明，不妨假设图 1为这个石油运输网络的一 

部分，其中每段弧 (vi，vj)的前一个数字表示管 

道的容量c 后一个数字表示该管道的运输过 

程中所产生的费用∞ 其中c 的单位为tlh， 

的单位为元／h。现在需要制定一个运输方 

案，使得该石油运输管道网络从 到 的运输 

能力最大且费用最少。 

若将此运输系统看作是一个始点(产地)为 ，终 

点(销地)为 的容量网络G=( ，E，c ，其中 为 

与 之间的两条或两条以上的管道的交汇点， 表示 

相应顶点的m条弧的非空有限集合，这里每条弧 ( 

vj)∈E表示从Vi到 的运输线，弧上的权值c表示该 

管道的最大负荷量(即容量)，∞表示该管道中已有的 

石油运输量(即流量)。 

于是上述问题归结为求容量网络 G的最小费用最 

大流问题 。 

图1 容量费用网络 

4．2 模型求解 

给出图1所示石油运输网络的最佳运输方案。 

首先构造赋权有向图 G ，如图2所示，然后找出 

图2中从 到 的所有有向路径，并计算出增流值 

(i=1，2，⋯，12)。 

V4 Vt 

v 

图2 图1的赋权有向图 

l：lP s I 4Vl， 

2 ：V s 1 3 4Vt， 

S 3：V s l 3Vt， 

S 4：V l 3 5Vf， 

5 ：VjV 2VlV 4Vf， 

S 6：Y s 2 l 3 4Vf， 

==> 7 ：V s 2 l 3 f， 

8：V s 2 l 3 sV，， 

9 ：V s 2 3 4Vf， 

l 0：V s 2V 3vJ， 

Il：V 2 3 5 f' 

， ：1 9 

=22 

=l 7 

=1 9 

= 2 5 

6=2 8 

=2 3 

8= 2 5 

。=2 0 

l 0：l 5 

ll=1 7 

5 Vf l 2 ：Vl 2 2Vl， l 2 1 9 

可以看出以上 12条有向路径按照增流值从小到 

大排序依次为：sl0，s3，s Sl，S4，|sl2'．s9，|s2，Js7，．s5，．s8， 

．s 。按照这个顺序，依次对容量网络进行增流直至达 

到不再存在从 到 的可增广路径为止。 

下面用上面找出的最短路径来具体求解一下该石 

油运输网络模型。 

解 设置初始可行流为零流，即fo=0， ∽ =0。 

构造剩余网络D(fo)如图3(a)。 

在D(fo)中找最小费用路Po： ： ，其中Oo=4， 

对 进行增广得到 ，得到t，( =4，构造剩余网络 

D( )。 

在D( )中找最小费用路 Pl： ： ，其中0 = 

1，对 进行增广得到 ，得到 ( ：5，构造剩余网络 

JD(厂2)。 

在D(，2)中找最小费用路P：： 。 ，其中0：=5， 

对 进行增广得到 ，得到 ∽ =10，构造剩余网络 

D )。 

在D( )中找最小费用路P，： ，其中 =4， 

V 

!  
V  V  V  

"r r●●●●●●』、●●●●●L  
4 3 “ 

， ●●●●●●●， 、●●● ●●●●  
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对 进行增广得到 ，得到 ∽ =14，构造剩余网络 

D( )。 ll_ 

在 D )中找最小费用路 P4： 。 ，其中以= 

3，对 进行增广得到 ，得到 ( =17，构造剩余网络 

D )。 

在o(A)中找最小费用路P ： ， ， ，其中05= 

3，对 进行增广得到 ，得到 ( =20，构造剩余网络 

D( )，整个过程如图(d)。由图(d)可以看出不存在 

( ， )路。从而 为最小费用最大流，因此运输过程 

中输送石油方案如图(c)所示，其中最小费用为： 

)=11 x 7+9×9+0×4+6 x 6+5×5+ 

5×2+4 ×5+4×l+3 x 2+4×4+8×7+8×5 

=37】 

(a)剩余网络D( ) 

算法从而给出从产地到销地的最优方案，与以往算法 

相比加快了执行速度，节省计算时间，直观性强，计算 

方便，最后通过具体的模型验证了该方法的效率和实 

用性。但是文中的缺陷在于只针对小规模网络计算比 

较方便，如何寻找针对大规模网络求最小费用最大流 

的方法仍值得深究。 
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