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定流值比例的最小双费用流算法研究

赵礼峰,刘艳清
(南京邮电大学 理学院,江苏 南京 210003)

摘摇 要:现有最小双费用流算法只能求解网络的最大双流问题,并不能得到定流值比例。 为此,提出了一种定流值比例的

最小双费用流新算法,在求解最小双流和最小费用的基础上,在调整双流值保证定流值比例的同时得到最小费用流。 所

提出的新算法定义了余网络和费用差,以邻接矩阵为网络数据存储结构,使用 Ford 算法分别得到两费用的最短增广链,选
择费用最小的增广链增广并求出其对应的费用差,从费用差最小的开始调整流值就得到定流值比例下的最小费用。 应用

该新算法构建定流值比例的最小双费用流算法的运输网络模型,就可以获得最优运输方案。 逻辑推理和仿真实验结果均

表明,所提出的算法可行、有效,能较好地解决稀疏网络以及复杂网络中定流值比例的最小双费用流问题。
关键词:最小双费用流算法;余网络;邻接矩阵;Ford 算法;费用差
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Investigation on Minimum Double Cost Flow Algorithm with
Constant Value Ratio

ZHAO Li-feng,LIU Yan-qing
(College of Mathematics and Physics,Nanjing University of Posts and Telecommunication,

Nanjing 210003,China)

Abstract:The minimum double cost flow algorithm can only get the maximum double flow of the network,but it cannot get the required
flow value ratio. So,a new algorithm of the minimum double cost flow with constant value ratio is put forward. It adjusts the double value
to get the constant value ratio and make the cost least based on the maximal double value and minimal cost has gotten. The algorithm de鄄
fines the over network and cost difference in it,with adjacency matrix as the network data storage structure,and it uses Ford algorithm to
obtain shortest augmenting chain for two expenses and chooses the minimum cost augmented links to get the cost difference of augmented
chain. It adjusts the double flow ratio based on the size of the cost difference. The algorithm is used to build the transportation network
model of minimum double cost flow of constant flow ratio to get the optimal transportation scheme about the model. The logical reasoning
and simulation results show that the algorithm proposed is completely feasible and effective,and it can effectively solve the problem of
minimum double cost flow in sparse network and complex network.
Key words:minimum double cost flow algorithm;over network;adjacency matrix;Ford algorithm;cost difference

0摇 引摇 言
最小双费用流问题是网络优化中的一个核心问

题,许多网络优化问题都可归结为最小双费用流问题

的特例,如最短路[1-2]、最大流[3-5] 以及最小费用最大

流[6-8]问题,这些网络优化问题都可归为单可行流算

法研究。 随着物流运输的发展,这些单可行流算法研

究已经满足不了运输行业不断发展的需要。 由此,谢
政和汤泽滢根据一个实例建立了在容量—费用双流网

络中求最小费用最大双流的模型[9],提出了最小费用

最大双流和双流增量网络的充要条件,该算法证明了

最小费用最大双流算法的正确性。 谢政和肖予钦提出

了在 (vs,vt) 平面双流网络中的最小费用最大双

流[10],利用 (vs,vt) 平面双流网络的平面性,找出并证

明了该网络中最小费用双流的充要条件,该算法更易

于在计算机上实现。 马宇斌、谢政等提出了一种求解

最小双费用流问题的算法[11],通过实际应用案例,抽
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象出一种带容量限制的双费用权网络模型,并由此提

出了相应的最小双费用流问题。 借鉴网络分层的思

想,根据双费用权网络的特点,设计出一个求解该问题

的双层原始对偶算法。 文献[9-11]都是关于双可行

流的算法研究,这些算法很好地解决了单可行流算法

解决不了的问题。 但是对运输的两种产品有定运输比

例要求时,以上三种双费用流算法明显就不再适用,由
此在文献[9-11]的理论基础上,提出了一种定流值比

例的最小双费用流算法。
在文献[9-11]中得到了网络中的最大双流,由于

每次都选择费用最小的增广链增广流值,这就造成了

得到的比值往往不是两流值的定流值比例。 可以通过

调整双流的流值得到定流值比例,而每调整一个单位

可行流,总费用就会增加,为此产生了如何调整双流的

比值才能使其总费用最小,每调整一个流值总费用会

增加多少的问题。 新算法是在求得的最大双流和最小

费用的基础上,每得到一个增广链增广流值时,求出其

对应的费用差。 每调整一个流值,总费用就增加对应

的费用差的值,所以从费用差最小的开始调整流值就

能实现既得到要求的流值比例又使得费用最少。 通过

模型建立与求解以及仿真实验表明,新算法具有完全

的可行性和有效性。

1摇 基本概念
定义 1(容量 - 费用双流网络) [9]:设 N = (V,A,c,

w1,w2) 是一个带始点和终点的容量网络,每条弧的容

量为 cij ,两个费用权为 w1
ij 和 w2

ij ,其中 w1
ij 表示相应弧

流出一个单位的第一种流的费用, w2
ij 表示相应弧流出

一个单位的第二种流的费用。
定义 2(定流值比例的最小双费用流算法):在给

定的容量-费用双流网络 N = (V,A,c,w1,w2,兹) 中,对
于任意一条弧 a ij = (vi,v j) 沂 A ,都赋给容量 cij 逸0,兹
为流值的比例,费用权 w1

ij 逸 0 和 w2
ij 逸 0。 记为 F =

( f1,f2{ ) / ( f1,f2) 是 N }的最大双流 ,在 F 中找到一

个最大双流 ( f*1 ,f*2 ) 沂F且 兹 =
f*1
f*2

,使其费用 w1( f1
*)

+ w2( f
*
2 ) = min{w1( f1) + w2( f2) / ( f1,f2) 沂 F} ,则称

( f*1 ,f*2 ) 为 N上关于 (w1,w2) 定流值比例的最小双费

用流算法。
定义 3(余网络) [9]:设 f 是 N 上一个单可行流,按

如下规则修改网络 N :对于 N 中任意一条弧 a ij = (vi,
v j) 沂 A ,若 f ij = cij ,则删掉弧 a ij ;若 0 < f ij < cij ,则置

cij = cij - f ij ;若 f ij = 0,则弧 a ij 及其容量 cij 都不变。 称

修改后所得的网络为 N关于 f的余网络,并记为N \ f。
定义 4(邻接矩阵) [12-13 ]:为了便于计算机来存储

网络,计算网络中有比例要求的最大双流和最小费用,
可以采用三个二维数组来表示网络 N = (V,A,c,w1,
w2) 中的容量 c 、费用 w1 以及费用 w2。 一个是用于存

储网络中弧的最大容量的权函数,另两个分别用来存

放网络中弧的两种费用的权函数,这三个数组被称为

邻接矩阵。 设一个有 n 个顶点的有向网络,它的邻接

矩阵 A0 i, ][ j 具有如下性质:

A0[ i,j] =
w ij 摇 若 a ij = ( i,j) 沂 A

0 摇{
反之

其中, A0 i, ][ j > 0,表示网络中节点 i 和节点 j 邻

接;数值 w ij 表示对应弧的权函数。
定义 5(费用差):设 p 是一条从源点到汇点的增

广路径, w1(p) 和 w2(p) 分别是两种物品从源点到汇

点在 p 上的费用,则费用差为 棕 = w1(p) - w2(p) 。

2摇 定流值比例的最小双费用流算法
2. 1摇 算法思想

新算法主要是在求得的最大双流和最小费用的基

础上,通过调整双流的值既得到要求的流值比例,又使

得费用最少。 首先使用 Ford 算法分别求出两费用的

最短增广链,比较、选择费用最小的增广链增广流值并

求出增广链的费用差,再构建余网络,重复以上步骤直

至找不到增广链为止。 其次当得到的最大双流不是要

求的流值比 兹 时,如
f1
f2

> 兹 ,从 f1 向 f2 调整流值,由于

求得的最大双流的费用是最小的,每调整一个流值,总
费用都相应增加,每调整一个单位可行流,总费用就会

增加一个单位费用差的费用,而从费用差最小的开始

调整总费用也会增加最少,因此得到的就是有比例要

求的最大双流以及最小费用。
2. 2摇 算法步骤

设 N = V,A,c,w1,w2,( )兹 是一个容量 - 费用双流

网络,其中 cij 逸0,w1
ij 逸0,w2

ij 逸0,0 < 兹 臆1。
Step1:令 f1 = 0, f2 = 0。
Step2:构造余网络 D( f1,f2) ,若 D( f1,f2) 中不存

在关于费用 w1 和 w2 的 (vs,vt) 路,转 Step4,否则,在
D( f1,f2) 中用 Ford 算法找一条关于 w1 的最小费用路

s1 和关于 w2 的最小费用路 s2, 滓i 是 s i 的容量 ( i =
1,2)。

Step3:当 w1( s1) 臆 w2( s2) 时,沿路 s1 对 f1 增广流

值 滓1,得到新可行流仍记为 f1,转 Step1;当 w1( s1) 逸
w2( s2) 时,沿路 s2 对 f2 增广流值 滓2,得到新可行流仍

记为 f2,转 Step2。
Step4:当所求出的 f1 和 f2 的流值比是所要求的,

结束。 当所求的 f1 和 f2 的值不符合所求的流值比,当
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f1
f2

> 兹时,在 f1 增广路径中 p1, p2,… , p i 中,求出费用

w1(p1) 和费用 w2(p1) 的费用差 啄1,费用 w1(p2) 和费

用 w2(p2) 的费用差 啄2,以及 啄3 直到 啄i ,从费用差最小

的增广流向 f2 调整流值,直到
f1
f2

= 兹 ;当
f1
f2

< 兹时亦是

如此,从而得到要求的流值比,结束。
2. 3摇 算法的可行性分析

该算法执行时,每找到一条增广链增广流值,会重

新构造余网络,在余网络中继续寻找增广链直至找不

到增广链为止。 由于先前对于余网络的定义是对于 N
中任意一条弧 a ij = (vi,v j) 沂 A ,若 f ij = cij,则删掉弧

a ij;若 0 < f ij < cij ,则置 cij = cij - f ij ;若 f ij = 0,则弧 a ij

及其容量 cij 都不变。 所以每次增广链增值后在重新

构建的余网络中是被删掉的,设网络 N 的最大双流为

v* ,每次增广的流值最少为 1,因此最多经过 v* 次增

广,此时算法结束,得到定流值比例的最小双费用流,
算法不会陷入死循环。
2. 4摇 算法的时间复杂度

设 N 的顶点数为 n ,有向弧数为 m,v* 为最大双

流的流值,并且假设 N 中所有弧容量以及 v* 均为整

数,在算法执行过程中,每次增广的流值最多为 1,因
此最多经过 v* 次增广,所以 Step2 到 Step3 的循环次

数不超过 v* 。 Ford 算法的复杂性为 O(nm) ,在 Step2
中需要分别求出两费用的最短路,所以 Step2 的复杂

性为 O(2nm) ,Step3 沿最小费用路对流进行增广的计

算量为 O(n) 。 Step4 调整流值最大为 v* ,最多调整

v* 次。 由此可知,定流值比例的最小双费用流算法的

复杂性为 O(2nmv*) 。

3摇 算法验证
3. 1摇 建立网络模型

某企业想要将两种不同的产品从产地运往仓库,
运输过程是通过一个单行的公路网,公路网中有若干

条运输路线可供选择,每条道路只能负担有限重量的

产品,不同的道路上单位产品的运费也不同,在同一条

道路上,不同产品的运费也不同。 那么给出一个模型

使得该企业从产地运往两种不同产品到仓库且两种产

品的运输比例为 兹 的方案,使得运输量最多而总费用

最小。 不妨假设图 1 为这个运输网络的一部分,运输

网络有 10 个节点,为图中圈起来的数字,每一条弧上

第一个数字为每条运输道路的最大负担重量,第二个

数字为第一种产品在每条运输道路的运费,第三个数

字为第二种产品在每条运输道路的运费。
若将此运输系统看作是一个从始点(产地)为节

点 1,终点(仓库)为节点 10 的容量网络 N = (V,A,c,

w1,w2,兹) ,其中, V 表示节点 1 和节点 10 之间的两条

或者两条以上道路的交汇点, A 表示弧的集合, c 表示

每条运输道路的最大负担重量, w1 和 w2 分别表示第

一种产品和第二种产品在每条道路运费的集合, 兹 表

示两种产品的运输比值。

图 1摇 运输网络

于是上述问题归结为:求容量网络 N = (V,A,c,
w1,w2,兹) 的定流值比例的最小双费用流算法。
3. 2摇 求解网络模型

用编制的 MATLAB 程序求出图 1 两流值比例为

1 颐 2的最小双费用流,如表 1 所示。 其中,序号 1 ~ 5
表示有五条路径,增广路径中列出从节点 1 到节点 10
的所有增广路径, f1 为费用 1 在每条增广路径的增广

流值, f2 为费用 2 在每条增广路径的增广流值, w1( s1)
和 w2( s2) 分别表示每一条增广路径关于费用 1 和费

用 2 的费用,费用差 棕 是 w1( s1) 和 w2( s2) 的差的绝对

值, w 是图 1 中的最小费用。 从表中可以看到,两流值

的比例为 1 颐 2,最小费用为 275。
表 1摇 网络 1 中流值比为 1 颐 2 的最小双费用流

序号 增广路径 f1 f2 w1( s1) w2( s2) 棕 w

1 1 寅 2 寅 3 寅 4 寅 6 寅 8 寅 10 1 0 23 24 1

2 1 寅 2 寅 5 寅 7 寅 10 2 0 17 20 3

3 1 寅 2 寅 5 寅 7 寅 9 寅 10 2 3 20 16 4

4 1 寅 3 寅 4 寅 6 寅 8 寅 10 0 4 24 19 5

5 1 寅 3 寅 4 寅 6 寅 10 0 3 25 18 7

275

表 2摇 网络 1 中流值比为 1 颐 1 的最小双费用流

序号 增广路径 f1 f2 w1( s1) w2( s2) 棕 w

1 1 寅 2 寅 3 寅 4 寅 6 寅 8 寅 10 1 0 23 24 1

2 1 寅 2 寅 5 寅 7 寅 10 2 0 17 20 3

3 1 寅 2 寅 5 寅 7 寅 9 寅 10 4. 5 0. 5 20 16 4

4 1 寅 3 寅 4 寅 6 寅 8 寅 10 0 4 24 19 5

5 1 寅 3 寅 4 寅 6 寅 10 0 3 25 18 7

285

摇 摇 当需要的两流值比例为 1 颐 1,也就是说最大双流

为(7. 5,7. 5)时,需要从 f2 调整 2. 5 个单位可行流到

f1,序号 3、4 以及 5 是 f2 的增广路径,每从 f2 调整一个

单位可行流到 f1,总费用就会增加一个单位费用差的

值,所以从费用差最小的 4 开始调整,调整 2. 5 个单位

的可行流如表 2 所示。 最小费用 w 在 275 的基础上增

加 10 为 285。 用编制的 MATLAB 程序检验得到的结
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果和表 2 相同。
3. 3摇 新算法在稀疏网络中的运行时间

生成规模为 n*n 的随机稀疏网络,每条弧的流

值、费用 1 以及费用 2 都是随机生成的整数。 为了减

少计算机稳定性造成的误差,以下所有实验都进行 10
次仿真并取平均值。

当网络的节点规模为 500,流值比值设置为 1 颐 2
时的运行时间如图 2 所示。

图 2摇 流值比例为 1 颐 2 的稀疏网络平均运行时间(1)
从图中可以得到,平均运行时间随着节点数的增

大而增大。 对于节点规模为 1 000,流值比值设置为

1 颐 2的 网 络 来 说, 由 于 新 算 法 的 时 间 复 杂 性 为

O(2nmv*) ,随着节点数、弧的个数以及总流值的增大

运行时间呈次方增长,所以从图 3 可以看到,节点数从

500 增加到 1 000 时运行时间直线上升。 大量的仿真

实验结果表明,算法对于网络规模为 500 个节点的运

行时间比较稳定,当网络规模超过 500 个节点时运行

时间呈次方增长,运行时间稍长。

图 3摇 流值比例为 1 颐 2 的稀疏网络平均运行时间(2)
3. 4摇 新算法在复杂网络中的运行时间

生成规模为 n*n 的随机网络,用 round(10*rand
( n ))生成的随机矩阵来构成随机网络,发现 round
(10*rand( n ))生成的矩阵中每个节点平均与 n -2
个节点相连,每条弧的流值、费用 1 以及费用 2 都是随

机生成的整数,为了减少计算机稳定性造成的误差,以
下所有实验都进行 10 次仿真并取平均值。

当网络的节点规模为 500,流值比值设置为 1 颐 2
时的运行时间如图 4 所示。 当节点规模为 350 时,运
行时间开始直线上升,这是由于算法的时间复杂度为

O(2nmv*) ,网络中每个节点至少与 n -2 个节点相

连,那么弧的个数 m = (n - 2)! ,所以随着节点数的

增加,运行时间快速增加。

图 4摇 流值比例为 1 颐 2 的复杂网络平均运行时间

通过图 2 到图 4,比较和分析新算法在稀疏网络

以及复杂网络运行时间的长短,表明新算法更适合执

行较大规模的稀疏网络,对于较小规模的较复杂网络

也很适用。

4摇 结束语
运输问题一直是网络最优化的重要研究方向,在

运输如此发达的今天,急需提高运输物品的量同时降

低运输成本。 为此,提出了一种定流值比例的最小双

费用流新算法,在构建余网络下求得网络中的最小双

费用流,在求解最小双流和最小费用的基础上,通过调

整双流值保证定流值比例的同时得到最小费用流算

法。 用 MATLAB 编制的程序能直接求出定流值比例,
对于两种商品运输问题有很大的研究意义。 大量的仿

真实验表明,算法对于稀疏网络规模为 500 个节点的

运行时间比较稳定,当网络规模超过 500 个节点时运

行时间呈次方增长,运行时间稍长;对于复杂网络,当
节点规模为 350 时运行时间上升稍快。 目前随着网络

规模的不断增大,网络规模趋于复杂化,而新算法经过

逻辑推理以及仿真实验,证明了其能求出稀疏网络以

及复杂网络的固定流值比以及最小费用,具有较高的

应用价值。
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要最快的线路,那么可以为他推荐线路 1(最短路线

路);若该自驾游车主希望在旅行中经过石家庄市办

事,可以为他推荐线路 2(次短路线路);若该自驾游车

主同时游览超过 5 个省,可以为他推荐线路 3(渐次短

路线路)。

图 2摇 省间距离图

表 2摇 具体行程表

线路 途经省、市 总路程 / km

1(最短路) 内蒙古呼和浩特市、甘肃省兰州市 3 520

2(次短路)
河北省石家庄市、内蒙古呼和浩特市、甘肃省

兰州市
3 820

3(渐次短路)
河北省石家庄市、山西省太原市、内蒙古呼和

浩特市、甘肃省兰州市
3 980

摇 摇

6摇 结束语
针对传统算法只能解决一条最短路的局限性,提

出了一种通过距离矩阵的迭代操作和路径矩阵的替换

操作得出前 K条短路径的算法。 该算法利用矩阵进行

记录和计算,一定程度上简化了仿真的复杂性。 在理

论分析的基础上,进行了相关实例仿真计算,以验证该

算法的有效性和可行性。 理论分析及仿真验证结果表

明,该算法基于 Matlab 平台对于包括生活中旅行线路

选择问题在内的大型复杂网络求解具有较好的实

用性。
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