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基于分块 CS 的梯度追踪算法在重构中的应用
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摘摇 要:为了解决现有压缩感知图像重构算法中对大规模数据处理复杂度高且计算量大和存储量较大的问题,分别介绍

了梯度追踪算法、拟牛顿法和限域拟牛顿法的核心思想并对以上算法的优缺点进行了分析。 在分块压缩感知理论的基础

上,对梯度追踪(Gradient Pursuit,GP)算法进行改进,通过 L-BFGS 算法寻找梯度追踪算法中的更新方向并不断修正,将其

运用到分块压缩感知的图像重构中,形成了基于 L-BFGS 方法的 GP 算法(L-BFGS Method based on GP algorithm,LMGP)。
通过对分块后的图像进行单独处理,既避免了牛顿算法中需要进行 Hesse 矩阵的计算,降低了计算量和复杂度,节省了重

构时间,也大大提高了重构效果。 该文还对提出的 LMGP 算法的收敛性进行了分析,并通过 LMGP 算法对标准图像和一般

图像分别进行了重构。 仿真实验表明,提出的 LMGP 算法在重构时间、均方误差及峰值信噪比三个方面均优于其他传统

的贪婪算法,说明 LMGP 算法的重构性能更具有优势。
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Application of Gradient Pursuit Algorithm Based on Block Compressed
Sensing in Image Reconstruction
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Abstract:In order to solve the problem of large data processing complexity and large storage capacity in the existing compressed sensing
image reconstruction algorithms,we introduce the core thought of the gradient pursuit algorithm,the quasi-Newton method and the finite
domain quasi-Newton law and analyze their advantages and disadvantages. On the basis of block compressed sensing theory,the Gradient
Pursuit (GP) algorithm is improved. L-BFGS algorithm is used to find the updated direction in the GP algorithm and continuously
modify it,which is applied to the image reconstruction of block compressed sensing. The L -BFGS method based on GP algorithm
(LMGP) is formed. By processing the segmented image separately, it not only avoids the Hesse matrix calculation in Newton爷 s
algorithm,reduces the computation amount and complexity,saves the reconstruction time,and greatly improves the reconstruction effect.
We also analyze the convergence of the proposed algorithm,and analyze the standard image and general image by LMGP. The simulation
results show that the proposed algorithm is better than the other traditional greed algorithm in the reconstruction time,the average error
and the peak signal ratio,and the reconstruction performance of the algorithm is more advantageous.
Key words:block compressed sensing theory;quasi-Newton method;L-BFGS algorithm;gradient pursuit algorithm;image reconstruc鄄
tion

0摇 引摇 言
压缩感知(CS) [1-3] 凭借能够从获得的少量数据

中高概率地重构出原始信号的优点,在语音、图像及视

频等方面应用广泛。 该理论在图像方面的成果最先体

现在 Baraniuk 教授等人提出的“单像素压缩数码照相

机[4]冶;随后在核磁共振(MRI)成像[5]、CT 成像[6] 及
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雷达遥感成像[7]中均得到了广泛的应用。
在处理高维图像时,随着数据规模不断增大,Lu

等人提出了分块压缩感知[8],有效地解决了(CS)中计

算量大、计算复杂度高、需要更多存储空间等问题。 重

构算法是压缩感知理论中的一个重要内容,随着对重

构算法研究的深入,传统贪婪迭代算法由于计算量大

而导致的重构效果不佳始终是一个需要面对的难题。
为了解决这一问题,2008 年,Thomas Blumensath 和

Mike E. Davies 首先提出梯度追踪算法[9],随后,学者

们提出了用优化算法中的最速下降梯度和共轭梯度计

算逆矩阵的梯度追踪算法(Gradient Pursuit,GP) [10] 和

共轭梯度追踪(Conjugate Gradient Pursuit,CGP) [11] 算

法;文献[12-13]分别介绍了变步长的梯度追踪算法

及基于拟牛顿法的梯度追踪算法 (Quasi - Newton
Method based Gradient Pursuit,QNMGP) [13]。 为了充

分发挥块压缩感知理论中计算量小和梯度追踪算法中

不需要计算逆矩阵的优势,该文将两者结合,并通过具

有下降性和二次终止性的 L - BFGS 算法计算更新方

向,有效地将 GP 算法的思想运到分块压缩感知中,得
到了重构性能更优的算法。

1摇 研究基础
1. 1摇 压缩感知

1. 1. 1摇 压缩感知理论

在压缩感知理论中,如果 N维信号 x 是稀疏的,则
可以通过 M 伊 N(M < < N) 的观测矩阵 A对信号进行

观测采样,使得 N 维的信号 x 在 A 的观测下形成 M 维

的测量向量 y ,即:
y = Ax 摇 摇 (1)
再通过重构算法对观测值进行恢复,就能大概率

得到信号的近似重构。
1. 1. 2摇 分块压缩感知

将原图 x沂 RN伊N 分割成大小为 B 伊 B 的互不重叠

的 m 个图像块,第 i 块的图像块记作 x i 沂 RB2

,i = 1,2,
…,m,通过相同的观测矩阵AB对其进行观测,通过

y i = AB 伊 x i (2)

得到观测值 y i ,其中 AB 沂 RMB伊B2

,因此在整幅图像中

观测矩阵 A 就可以表示成:

A =
AB

埙
A

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
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B

(3)

1. 2摇 OMP 算法

OMP 算法求解的模型为:
min

S
椰x椰0

s. t. 椰y - Ax椰 <
{

着
(4)

在每次迭代时,通过计算当前残量和观测向量中

所有原子的内积来求得梯度 gn = < rn-1,A > ,令 in =
argmax

i
gn

i ,并将其添加到 Tn 中。

1. 3摇 GP 算法

梯度追踪算法通过求解:
xn
Tn
= xn-1

Tn
+ 滋 nd

n
Tn

(5)
来估计 xn

Tn
, Tn 指包含 n 次迭代的选定元素的索引集

合, xTn
表示在 Tn 中所对应的 x 的子向量, 滋 n =

< rn,A
n
Tn

>
椰ATn

dn
Tn
椰2

2

为步长, dn
Tn
表示更新方向。

1. 4摇 L-BFGS 算法

牛顿法中的搜索方向由公式(6)确定:
荦2 f(xk)d = - 荦f(xk) (6)
将目标函数 f(x) 在 xk+1 点进行 Taylor 展开,得到

二阶近似为:
f(x) 抑 f(xk+1) + 荦f(x - xk+1) +

1
2 (x - xk+1)

T荦2 f(xk+1)(x - xk+1) (7)

式(7)两边关于 x 求梯度,令 x = xk 得:
荦f(xk+1) - 荦f(xk) 抑 荦2 f(xk+1)(xk - xk+1) (8)
令:
sk = xk+1 - xk,yk = 荦f(xk+1) - 荦f(xk) (9)
若 Hesse 矩阵可逆,则式(9)转化为:
sk 抑 [荦2 f(xk+1)]

-1yk (10)
令 n 阶矩阵 Hk+1 抑 [荦2 f(xk+1)]

-1 ,式(10)取近

似为:
sk = Hk+1yk (11)
称式(11)为拟牛顿方程[14]。 由于式中变量数远

大于方程数,故通过对 Hk 修正求解 Hk+1 ,令:
Hk+1 = Hk + 吟Hk (12)
Nocedal[15]提出的 L-BFGS 在一定的条件下,既

解决了传统算法计算量较大的问题,也满足了全局收

敛性。
BFGS 的逆修正公式为:

Hk+1 = ( I -
sky

T
k

sTk yk

)Hk( I -
yks

T
k

sTk yk

) +
sks

T
k

sTk yk

(13)

令 籽 k =
1

sTk yk

,Vk = ( I - 籽 kyks
T
k )

Hk+1 = VT
kHkVk + 籽 ksks

T
k (14)

记 H0 为初始矩阵,由式(12)可知,通过 L - BFGS
在第 k +1 次迭代可修正矩阵 Hk+1 。

当 k + 1 臆 m 时:
Hk+1 = VT

kV
T
k-1…VT

0H0V
T
0…Vk-1Vk +

VT
k…VT

1 籽0 s0 s
T
0V1…Vk +

左
VT

kV
T
k-1籽 k-2 sk-2 s

T
k-2Vk-1Vk +
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VT
k 籽 k-1 sk-1 s

T
k-1Vk + 籽 ksks

T
k (15)

当 k + 1 > m 时:
Hk+1 = VT

kV
T
k-1…VT

k-m+1H0V
T
k-m+1…Vk-1Vk +

VT
k…VT

k-m+2籽 k-m+1 sk-m+1 s
T
k-m+1Vk-m+2…Vk +

左
VT

k 籽 k-1 sk-1 s
T
k-1Vk + 籽 ksks

T
k (16)

若 H0 是正定阵,则通过式(15)、(16)求解出的

Hk+1 也是正定阵。
令 Hk+1 = Hm+1

k ,则:
Hk+1 = Hm+1

k = VT
kHkVk + 籽 ksks

T
k =

(VT
k…VT

k-m)H
(0)
k (Vk-m…Vk) +

移
m

j = 0
籽 k-m+1(仪

m-j-1

l = 0
VT

k-l) sk-m+js
T
k-m+j(仪

m-j-1

l = 0
VT

k-l)

(17)
式中, H(0)

k 为构造 Hk+1 的初始矩阵, m 沂 N + 为定值。
通过 L - BFGS 算法计算 Hk+1 时,可选择适当 m 控制

所需存储量[16]。 取 m = N 时,式(11)也称作是 BFGS
公式。

由此可知,分块压缩感知所需存储空间远小于传

统压缩感知观测采样所需空间,因此在对图像重构的

过程中可以很大程度上减少重构时间。

2摇 LMGP 算法
2. 1摇 LMGP 算法描述

LMGP 算法采用 OMP 算法的原子选择策略。
LMGP 算法通过方程:
Hn-1

Tn
gn = dn

Tn
(18)

确定更新方向 dn
Tn
。

令:
snTn

= xn
Tn
- xn-1

Tn
= 滋 nd

n
Tn

(19)
yn
Tn
= gn-1

Tn
- gn

Tn
=

(ATn
) T(y - ATn

xn-1
Tn

) - (ATn
) T(y - ATn

xn
Tn
) =

(ATn
) TATn

(xn
Tn
- xn-1

Tn
) =

(ATn
) TATn

snTn
(20)

将构造矩阵 Hn
Tn
更新为更新方向 Hn

Tn
:

Hn
Tn
= ((Vn-1

Tn-1
) T…(Vn-1

Tn-1
) T)H(0)

n-1(V
n-m-1
Tn-1

…Vn-1
Tn-1

) +

移
m

j = 0
籽 n-m

Tn-1
(仪

m-j-1

l = 0
(Vn-l-1

Tn-1
) T) sn-m+j-1

Tn-1
( sn-m+j-1

Tn-1
) T

(仪
m-j-1

l = 0
(Vn-l-1

Tn-1
) T) (21)

LMGP 算法步骤如下:
一:设初始误差 r0 = y,xn = 0,Tn 为空集, H0 = I ;
二:令 n = 1;n = n + 1:
(1) gn = < rn-1,A >
(2) in = argmax

i = 1,2,…,N
gn
i

(3) Tn = Tn-1 胰 in

(4)通过式(18)计算 dn
Tn

(5) 滋 n =
< rn,A

n
Tn
dn
Tn

>
椰ATn

dn
Tn
椰2

2

(6) snTn
= xn

Tn
- xn-1

Tn
= 滋 nd

n
Tn

(7) yn
Tn

= gn-1
Tn

- gn
Tn

(8)通过 L-BFGS 算法更新 Hn
Tn

A. 给定初始点 x0, k = 0,设置正整数 m ;
B. 设 H0 = I ,求出目标函数 f(x) 在 xk 处的梯度 荦f( )x ;

C. 求解方程组 - Hk荦f(xk) = dk ,得到 dk ;
D. 求解 f(xk + 滋 kdk) = min

滋逸0
f(xk + 滋dk),令 xk +1 = xk + 滋 kdk;

E. 若 椰荦f(xk)椰 臆 着 ,停止迭代;若 椰荦f(xk)椰 > 着 ,进
入下一步;

F. 令 m̂ = min{k + 1,m} ,取 H(0)
k =

sTk yk

椰yk椰
2 I ;

G. 令 sk = xk +1 - xk,yk = 荦f(xk +1) - 荦f(xk) ,

Hk +1 = (VT
k…VT

k -m
^ )H(0)

k (Vk -m
^ …Vk) +

移
m̂

j = 0
籽 k -m

^
+1(仪

m
^
-j-1

l = 0
VT

k -l) sk -m^ +j s
T
k -m

^
+j(仪

m
^
-j-1

l = 0
VT

k -l)

H. k = k + 1,返回步骤 C。
(9) xn

T = xn-1
Tn

+ 滋 nd
n
Tn

(10) cn = ATn
dn
Tn

(11) rn = rn-1 - 滋 nc
n

三:输出 rn,xn ,当满足 椰rn - rn-1椰 臆10 -6 停止。

2. 2摇 LMGP 算法收敛性证明

定理 1:存在常数 0 < 棕 < 1,使得通过 LMGP 算

法计算得到的 rn 满足 椰rn椰
2
2 单调且 椰rn椰

2
2 臆 (1 -

棕
椰A椰2

2

) n 椰r0椰
2
2,即 椰rn椰

2
2 收敛。

证明:由 cn = ATn
dn

Tn
和 rn = rn-1 - 滋 nc

n 知 rn = rn-1 -
滋 nATn

dn
Tn

故:

椰rn椰
2 = 椰rn-1椰

2 -
< rn-1,ATn

dn
Tn

> 2

椰ATn
dn
Tn
椰2

2

(22)

又 Hn-1
Tn

gn = dn
Tn
,故:

< rn-1,ATn
dn
Tn

> 2

椰ATn
dn

Tn
椰2

2

=
椰Hn-1

Tn
椰2

2 椰AT
Tn
rn-1椰

4
2

椰Hn-1
Tn

ATn
AT

Tn
rn-1椰

2
2

逸

摇
椰Hn-1

Tn
椰2

2 椰AT
Tn
rn-1椰

4
2

椰Hn-1
Tn

椰2
2 椰ATn

椰2
2 椰AT

Tn
rn-1椰

2
2

逸

摇
椰AT

Tn
rn-1椰

2
2

椰ATn
椰2

2

逸
椰AT

Tn
rn-1椰

2
¥

椰ATn
椰2

2

(23)

式中, 椰·椰2 表示 l2 范数,椰·椰肄 表示 l¥ 范数。 对

坌x,埚棕 > 0, 使 椰ATx椰2
肄 > 棕 椰x椰2

2,故式(23)为:
< rn-1,ATn

dn
Tn

> 2

椰ATn
dn

Tn
椰2

2

逸
椰AT

Tn
rn-1椰

2
¥

椰ATn
椰2

2

逸
棕 椰rn-1椰

2
2

椰ATn
椰2

2

(24)
LMGP 算法在原子选择时会出现 椰ATx椰2

2 =
椰AT

Tn
x椰2

2 的情况,所以,
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椰rn椰
2
2 = 椰rn-1椰

2
2 -

< rn-1,ATn
dn

Tn
> 2

椰ATn
dn

Tn
椰2

2

臆

椰rn-1椰
2
2 -

棕 椰rn-1椰
2
2

椰ATn
椰2

2

=

椰rn-1椰
2
2 -

棕 椰rn-1椰
2
2

椰A椰2
2

=

(1 - 棕
椰A椰2

2

) 椰rn-1椰
2
2 (25)

由于 椰rn-1椰
2
2 非 负, 对 式 ( 25 ) 两 边 同 除 以

椰rn-1椰
2
2。

椰rn椰
2
2

椰rn-1椰
2
2

臆 (1 - 棕
椰A椰2

2

) (26)

由于 1 - 棕
椰A椰2

2

是定值,所以 椰rn椰
2
2 是单调的,

因此式(26)可以转化为:

椰rn椰
2
2 臆 (1 - 棕

椰A椰2
2

) 椰rn-1椰
2
2 臆

(1 - 棕
椰A椰2

2

) 2 椰rn-2椰
2
2 臆 … 臆

(1 - 棕
椰A椰2

2

) n 椰r0椰
2
2 (27)

在 LMGP 中, r0 是定值,故 椰rn椰
2
2 有界,由单调

有界准则知 椰rn椰
2
2 收敛。 证毕。

上述定理证明了提出的 LMGP 算法是可行的。

3摇 仿真结果及分析
为了验证提出的算法在分块图形重构中的可行

性,通过 Matlab 分别对标准图像“ lena. jpg冶及格式为

jpg 的一般图像进行仿真,将 256伊256 的图像分割,取
B = 8,通过 GP、CGP、ACGP、VMMGP 与 LMGP 算法对

图像进行重构,效果如图 1 所示。

图 1摇 算法重构效果

摇 摇 如图 1 所示,相较于 GP、CGP、ACGP、VMMGP 算

法重构出的图像,LMGP 算法重构出的图像纹理更为

清晰,更接近原始图像。

表 1 显示了 GP、CGP、ACGP、VMMGP 与 LMGP
算法在采样率为 0. 5 时在“重构时间冶、“均方误差冶及
“峰值信噪比冶三方面的数据比较。

表 1摇 同一采样率下各算法重构性能数据比较

算法 时间( time) / s 均方误差(MSE) 峰值信噪比(PSNR) / dB

GP 1. 863 9. 600*10-6 26. 494

CGP 2. 407 8. 804*10-6 26. 901

ACGP 1. 753 9. 150*10-6 26. 681

VMMGP 2. 251 1. 077*10-7 26. 521

LMGP 1. 994 7. 526*10-6 27. 303
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摇 摇 如表 1 所示,相同采样率下,LMGP 算法所需重构

时间比 CGP 和 VMMGP 算法少;MSE 较小;PSNR 为

27. 303 7,远高于其他四种算法,由峰值信噪比越大效

果越好可知:LMGP 算法不仅具有可行性且图形重构

质量更高。
表 2 显示了 GP、CGP、ACGP、VMMGP 算法分别

与 LMGP 算法在整采样率分别取 0. 3、0. 5 和 0. 6 情况

下图像的峰值信噪比。
表 2摇 不同采样率下各算法峰值信噪比数据比较

整体采样率

M / N
GP CGP ACGP VMMGP LMGP

0. 3 24. 640 23. 058 24. 217 24. 058 25. 317

0. 5 26. 494 26. 901 26. 681 26. 521 27. 303

0. 6 26. 751 27. 286 27. 079 26. 930 27. 561

摇 摇 如表 2 所示,五种算法的 PSNR 均随着整体 M / N
的增加而增加,当 M / N 分别取 0. 3、0. 5 和 0. 6 时,
LMGP 算法的峰值信噪比分别为 25. 317、27. 303 7 和

27. 561,均高于其余四种算法;同时可以看出随着采样

率的增加,LMGP 算法的 PSNR 增长速度逐渐降低,表
明算法相对比较稳定。

图 2 以折线图的形式展现不同采样率下各种算法

重构的峰值信噪比。

图 2摇 不同采样率下重构性能比较

由图 2 可以看出,随着采样率的增加,几种重构算

法的峰值信噪比均有所提高,LMGP 算法在不同采样

率下的峰值信噪比均高于其他算法。 当采样率取值为

0. 3 到 0. 5 之间时,LMGP 算法的峰值信噪比明显高

于其他算法。 由峰值信噪比越高图像重构效果越好可

知,LMGP 算法对图像的重构效果更好,算法性能

更优。

4摇 结束语
在分块压缩感知的基础上,将 L-BFGS 算法与 GP

算法结合形成了 LMGP 算法并将其应用到图像的重

建中,通过仿真将 LMGP 算法与传统的 GP、CGP、
ACGP、VMMGP 算法进行比较,通过重构时间, MSE,
PSNR 三个方面的数据比较,LMGP 算法的 PSNR 较

高,重构时间较少,表明 LMGP 算法重构性能更优。
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