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摘摇 要:传统的多值模态逻辑系统将关系语义中的状态及状态间的关系进行了多值化处理。 然而,实际应用中状态间的

关系往往是确定的,无需多值化。 针对这种情况,基于 覵ukasiewicz 代数系统提出了一种新的命题模态逻辑 n 值关系语义。
在所提出的 n值关系语义中,针对状态进行了多值化处理,同时保持了状态间关系的确定性。 通过对逻辑公式的形式化定

义以及可满足性和有效性的分析,证明了 n 值关系语义下经典命题模态逻辑系统 K , T ,S4 和 S5 的正确性。 进一步地,给
出了极大一致集与典范模型在 n 值关系语义下的定义,并完成了上述经典命题模态逻辑系统的完备性证明。 上述结论表

明基于 n 值关系语义的命题模态逻辑系统能够涵盖并捕捉到经典逻辑系统中的所有有效命题。 综上所述,所提出的基于

覵ukasiewicz 代数系统的 n 值关系语义提供了一种在实际应用中处理多值状态及确定的状态间关系的方法。 这种方法在扩

展命题模态逻辑系统的形式化定义与关系语义是可行且有效的。
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Abstract:Traditional multi-valued modal logic systems are established by mapping both of states and relations to multi-valued spaces in
terms of their relational semantics. However, in practical applications, the relations between states are often deterministic and do not
require multi-valuation. To address this issue,a new kind of n -valued relational semantics for propositional modal logic,based on
覵ukasiewicz algebra system,has been proposed. In the proposed n -valued relational semantics,states are treated with multi-valuation
while maintaining the determinism of relations between states. By formalizing the logical formulas and analyzing their satisfiability and
validity,the correctness of the classical propositional modal logic systems K , T ,S4,and S5 under the n -valued relational semantics has
been demonstrated. Furthermore,the definitions of maximal uniform sets and canonical models have been provided under the n -valued
relational semantics,along with the completeness proofs of the aforementioned classical propositional modal logic systems. This implies
that the propositional modal logic system based on n -valued relational semantics can cover and capture all valid propositions in these
classical systems. In conclusion,the n -valued relational semantics based on 覵ukasiewicz algebra system offers a method to handle deter鄄
ministic relations between multi-valued states in practical applications. This method has shown feasibility and effectiveness in expanding
the formal definition and relational semantics of propositional modal logic systems.
Key words:modal logic;multi-valued logic;relational semantics;覵ukasiewicz system;correctness and completeness

0摇 引摇 言
模态逻辑作为形式化的逻辑语言工具被广泛应用

于计算机科学诸多理论和应用中[1],比如软硬件的可

靠性模型检测[2-3]、计算复杂性理论[4-5]、数据库理
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论[6]、知识表示与推理[7]、量子计算[8] 等。 近年来,模
态逻辑越来越多地被研究如何结合神经方式以提升学

习模型的可解释性及逻辑推理能力[9-10]。 通过引入模

态词,模态逻辑具有部分二阶逻辑的表达能力,同时能

够保持形式上的简洁性以及较低的计算复杂度[1,11]。
研究者基于不同的模态词,发展除了不同的模态逻辑

系统,如动态逻辑[12-13]、时序逻辑[14] 等。 经典的模态

逻辑仍旧属于二值逻辑,这使得其在一些常见的应用

场景中存在局限性,比如针对知识图谱中分级概念

(graded concepts) 的推理[15-16] (如概念 “深红色的

花冶)、多 Agent 协同任务[17]等。 这些场景要求逻辑语

言能够描述对象某一性质的程度(如“深红色冶中“深冶
的程度),或者 Agent 进行某项决策或行动的可能性。
为使得模态逻辑具备上述能力,可建立多值逻辑系统,
从而对模态公式的分级程度或可能性进行推理和计

算。 另外,多值逻辑系统也能更直观地映射到神经方

式下的学习模型[18]。
在建立多值逻辑系统方面已有不少研究。 早期研

究者通过人为指派的方式确定逻辑公式的真值程

度[19](又称为真度),然而给全体命题指派真度可行性

较低。 为解决此问题,诸多研究将全体命题映射为模

糊集进行处理,从而提出模糊逻辑的概念[20] ( fuzzy
logic)。 模糊逻辑建立了较完整的多值逻辑研究框

架,通过将语义模型映射到多值系统以实现多值语义。
但该方法容易导致公式真度的弱化,比如重言式和矛

盾式的真假是显而易见的,但基于该方法需要做更多

假设或处理才能保证。 国内学者在逻辑公式真度的建

模上也进行了深入的研究[21-25],通过全体命题的真值

下界确定命题真度,并将数值计算引入到真度的赋值

计算中,建立了计量逻辑学的概念。 此种方法更多地

考察命题真度的赋值方法,以及如何诱导出复杂公式

的真度,但并未从逻辑层面深入探索推理过程在多值

语义下是否保持相应的性质,即原有公理系统及推理

规则在多值语义下的正确性和完备性。 另外,不少工

作引入 覵ukasiewicz 代数系统以建立多值逻辑系

统[20,26-27]。 覵ukasiewicz 代数系统具有取值有限性的

特点且可以进行任意的 n 值扩张,相较于复杂代数系

统下的计量逻辑在建模难易性与计算效率上具有优

势。 该方法也被用于建立多值模态逻辑[28-29]。 具体

而言,给出模态公式在语义模型状态上的真度,同时针

对状态间的关系也进行了多值化处理。 然而,该方法

易导致计算效率较低,且公式的可满足性及有效性并

不清晰。 在实际应用中,状态间的关系往往是明确的,
比如知识图谱中对象或事件的关系、Agent 系统中的

状态转移关系等。 这意味着状态间的可能性及程度信

息可以通过公式进行传递,而不需要针对状态间的关

系另作多值化处理。 这进一步使得公式的可满足性及

有效性也能得到更清晰的定义。
下文基于 覵ukasiewicz 代数系统给出一种新的 n

值命题模态逻辑。 不同于文献[28-29],该文从实际

应用角度出发,针对关系语义中的状态进行多值化处

理,同时保持状态间关系的确定性,以此重新定义 n 值

关系语义。 在此定义下,需进一步考察传统命题模态

逻辑系统的正确性和完备性。 为达此目的,该文给出

n 值命题模态逻辑公式的形式化定义及其可满足性、
有效性;给出 n 值关系语义下的极大一致集与典范模

型的定义;基于上述理论工具完成了经典模态逻辑系

统 K , T ,S4 和 S5 在 n 值关系语义下正确性和完备性

的证明。 所建立的 n 值命题模态逻辑可直接支撑需多

值化处理的实际应用场景,同时保证推理结果的正确

性和完备性。

1摇 预备知识

记 Ln = {0, 1
n - 1,…,n - 2

n - 1,1}(n 逸2) 。 给定任

意的 x,y 沂 Ln ,定义如下运算:
(1) x 寅Ln

y = min(1,1 - x + y) ;
(2) x 遗Ln

y = max(x,y) ;
(3) x 夷Ln

y = min(x,y) ;
(4) ~ x = 1 - x 。
称 Ln 及定义在其上的运算为 n 值 覵ukasiewicz 代

数系统。
覵ukasiewicz 命题逻辑语言是将命题逻辑原子公

式的真值映射至系统 Ln 的 n 个取值,以实现命题的多

值化处理。 参照文献[20]中对于逻辑公式的定义,给
出 覵ukasiewicz 命题逻辑的形式化表达如下。

定义 1:设 P = {p0,p1,…} 为可数的命题变元集

合,对于 n 值命题逻辑语言 Pn ,公式 渍 归纳定义如下:
渍: = p 軈a 劭 渍 渍 遗 渍 渍 夷 渍 | 渍 寅 渍

其中, p 沂 P , a 沂 Ln 。 定义真度赋值函数 V:Pn 寅 Ln

如下:
(1) V(p) = c(c 沂 Ln);
(2) V(軈a) = a;
(3) V(劭 渍) = ~ V(渍);
(4) V(渍 遗 鬃) = V(渍) 遗Ln

V(鬃);
(5) V(渍 夷 鬃) = V(渍) 夷Ln

V(鬃);
(6) V(渍 寅 鬃) = V(渍) 寅Ln

V(鬃) 。
进一步,包含逻辑符号 圮 的公式所诱导的真度赋

值函数为 V(渍圮鬃) = V((渍 寅 鬃) 夷 (鬃 寅 渍)) 。
给定 Pn 的公式集 祝 及某公式 渍 ,如果对于任意的

鬃 沂 祝 且 V(鬃) = 1,有 V(渍) = 1,则称 渍 是 祝 的 Ln -后
承。 针对上述 n 值命题逻辑语言 Pn ,可进一步找到一
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组正确且完备的公理。
定义 2: n 值命题逻辑公理系统 Hn 由如下公理

组成:
(P1) 渍 寅 (鬃 寅 渍) ;
(P2) (渍 寅 鬃) 寅 ((鬃 寅 字) 寅 (渍 寅 字)) ;
(P3) (劭 渍 寅 劭 鬃) 寅 (鬃 寅 渍) ;
(P4) ((渍 寅 鬃) 寅 鬃) 寅 ((鬃 寅 渍) 寅 渍) ;

(P5) a*Ln
b圮(軈a*Ln

軃b) ,其中*沂{夷,遗,寅} 。
上述公理系统中,公理(P1) ~ 公理(P4)是经典命

题逻辑公理,(P5)则包含由 Ln 系统的数值构成的逻辑

公式。 给定 Pn 的公式集 祝 及某公式 渍 ,现有公式 渍可

以通过公式集 祝 、上述公理、分离规则以及一致替换

规则推导出,则将该推导关系记作 祝诶Hn
渍 。 上述公理

系统 Hn 的正确性和完备性由以下定理保证。
定理 1:给定 Pn ( n逸2)的公式集 祝 及某公式 渍 ,

渍 是 祝 的 Ln -后承,当且仅当 祝诶Hn
渍 。

文献[20]给出了该定理的证明。 可以验证, n = 2
是二值逻辑的情况。

2摇 n 值命题模态逻辑
2. 1摇 n 值关系语义

基于上一节介绍的 n 值 覵ukasiewicz 代数系统及

其在命题逻辑的扩展,给出 n 值命题模态逻辑的语法。
定义 3:设 Q = {p0,p1,…} 为可数的命题变元集

合,对于 n 值命题模态逻辑语言 Qn ,模态公式 渍 归纳

定义如下:
渍: = p | 彝 軈a 劭 渍 渍 遗 渍 渍 夷 渍 渍 寅 渍 阴渍

其中, p 沂 Q , a 沂 Ln 。
公式 可由 定义得到,即 : = 劭 ;模态词殷可

由模态词 阴 定义得到,即 殷渍: = 劭 阴劭 渍 。
下面基于系统 Ln 给出 n 值命题模态逻辑语言 Qn

的关系语义。 不同于文献[28-29],这里针对公式在

状态上进行 n 值化处理,同时保持状态间关系的确

定性。
定义 4:令 F = (S,R) 为 Qn 的框架,其中 S屹堙为

状态集合, R哿 S 伊 S为状态间的二元关系;令M = (F,
V) 为 Qn 的模型,其中 V:Qn 伊 S 寅 Ln 是模态公式在状

态上的真度赋值函数,定义如下:
(1) V(p,u) = c;
(2) V(軈a,u) = a;
(3) V(劭 渍,u) = ~ V(渍,u);
(4) V(渍 遗 鬃,u) = V(渍,u) 遗Ln

V(鬃,u);
(5) V(渍 夷 鬃,u) = V(渍,u) 夷Ln

V(鬃,u);
(6) V(渍 寅 鬃,u) = V(渍,u) 寅Ln

V(鬃,u);
(7) V(阴渍,u) =夷Ln

{V(渍,v) | 坌v 沂 S 且(u,v)
沂 R} 。

上述式子中, u,v 沂 S , c,a 沂 Ln 。
根据上述定义,可以进一步导出公式 殷渍 的真度

赋值函数,即:
V(殷渍,u) =遗Ln

{V(渍,v) | 坌v沂 S且(u,v) 沂 R}
参考文献[30],下面给出 Qn 的模态公式在模型M

上的可满足性定义。
定义 5:给定 Qn 的模型 M = (F,V) ,其中 F = (S,

R) 为 Qn 的框架,对于模态公式 渍 ,若对于任意状态 u
沂 S ,均有 V(渍,u) = 1,则称 渍 在 M 上是有效的,记为

VM(渍) = 1。 若存在某个状态 u 沂 S ,有 V(渍,u) > 0,
称 渍 在模型 M 的状态 u 下是可满足的。

可以验证, 渍 在模型 M 的某个状态 u 下是可满足

的,当且仅当 劭 渍 在模型 M 上不是有效的。 对于上述

可满足性的定义,若限制 V(渍,u) = 1,实际上 n 值命题

模态逻辑就转化为了经典的命题模态逻辑。
类似于 n 值命题逻辑,定义 Qn 下的 Ln -后承如

下:给定 Qn 的模型 M 、公式集 祝 及某公式 渍 ,如果对

于任意的 鬃 沂祝 且 VM(鬃) = 1,有 VM(渍) = 1,则称 渍 是

祝 的 Ln -后承。
2. 2摇 公理系统

在经典命题模态逻辑中, K 系统为最基本的模态

逻辑系统[1],其对框架上的状态关系 R 没有限制。 该

系统基本构成包括:经典命题逻辑公理、公理 K 、分离

规则 MP、必然化规则 N 以及一致替换规则:
公理 K: 阴(渍1 寅 渍2) 寅 (阴渍1 寅阴渍2)

分离规则 MP: 渍,渍 寅 鬃
鬃

必然化规则 N : 渍
阴渍

一致替换规则即将上述公理及规则中的公式一致

替换为任意其它形式的公式。
以 K 系统为基础,增加公理及规则可得到其他经

典的模态逻辑公理系统。 具体而言,在 K 系统之上增

加公理 T 可得 T 系统,同时框架上的关系 R 满足自反

性;在 T 系统之上增加公理 4 可得系统 S4,同时框架

上的关系 R 满足自反性和传递性;在 S4 上增加公理 5
可得系统 S5,同时框架上的关系 R 满足自反性和

欧性[1]。
公理 T : 阴渍 寅 渍
公理 4: 阴渍 寅阴阴渍
公理 5: 殷渍 寅阴殷渍
下面利用上述公理系统给出 n 值命题模态逻辑的

公理系统。 在此之前,给出如下两条包含形如 軈a(a 沂
Ln) 公式的公理。

公理 A1: 阴1
-

公理 A2: 阴(軈a 寅 渍)圮(軈a 寅阴渍)
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定义 6: n 值命题模态逻辑系统 Kn 由 n 值命题逻

辑公理(P1) ~ 公理(P5)、公理 K 、分离规则 MP、必然

化规则 N 、一致替换规则、公理 A1 以及公理 A2 组成;
系统 Tn 包含 Kn ,另外包含公理 T ;系统 S4n 包含 Tn ,
另外包含公理 4;系统 S5n 包含 S4n ,另外包含公理 5。

下文利用符号 撰n 指代某个 n 值命题模态逻辑系

统,其中 撰沂{K,T,S4,S5} 。 在 n值关系语义下, n值

命题模态逻辑系统 撰n 的正确性及完备性尚不明确,下
文对此进行探讨。

3摇 正确性的证明
本节给出 n 值模态逻辑系统 撰n 的正确性证明。

其证明目标是:任给 Qn 的模型 M 、公式集 祝 ,其中 M
服从对应经典命题模态逻辑系统对关系 R 的限制,那
么对于任意的 渍 且 祝 撰n渍 ,有 渍 是 祝 的 Ln -后承。 其

证明思路是:依次证明系统 撰n 中公理的有效性和推导

规则的正确性,这样根据 Ln -后承的定义,若对于任意

的 鬃 沂 祝 且 VM(鬃) = 1,那么有 VM(渍) = 1。
定理 2:针对 n 值模态逻辑系统 撰n ,任给 Qn 的模

型 M 、公式集 祝 ,对于任意的 渍 ,若 祝诶撰n
渍 ,那么有 渍

是 祝 的 Ln -后承。
证明:按照如下步骤进行,首先分别证明公理 K 、

公理 T 、公理 4、公理 5、公理 A1 和公理 A2 的有效性,
其次分别证明推导规则 MP 及规则 N 的正确性。 一致

替换规则的正确性由前述推导规则及公理的正确性易

证。 另外经典 n 值命题逻辑公理的有效证明性可参考

文献[20],在此略过。
(1)公理 K 的有效性。 给定任意 n 值模型 M 及公

式 渍 ,对于任意的状态 u 沂 S ,往证结论 V(阴(渍1 寅
渍2) 寅 (阴渍1 寅 阴渍2),u) = 1。 为证此结论,首先假设

V(阴(渍1 寅 渍2),u) = c 成立,欲使 V(阴(渍1 寅 渍2) 寅
(阴渍1 寅 阴渍2),u) = 1,根据 寅Ln

定义,需证 V(阴渍1 寅
阴渍2,u) 逸 c 。 进一步假设 V(阴渍1,u) = d ,欲使 V(阴渍1

寅阴渍2,u) 逸 c成立,只需证 V(阴渍2,u) 逸 c + d - 1。 展

开 V(阴渍2,u) 如下:
V(阴渍2,u)=夷Ln

{V(渍2,v) | 坌v沂 S且(u,v) 沂R}
设存在状态 w 沂 S 且 (u,w) 沂 R ,使得 w =

argmin坌t沂S且(u,t)沂RV(渍2,t) 成立,于是有 V(阴渍2,u) =
V(渍2,w) 。 由于 V(阴(渍1 寅 渍2),u) = c ,且 (u,w) 沂
R ,有 V(渍1 寅渍2,w) 逸 V(阴(渍1 寅渍2),u)= c 。 又由假

设 V(阴渍1,u) = d ,有 V(渍1,w) 逸 V(阴渍1,u) = d 。 V(渍1

寅 渍2,w) 展开如下:
V(渍1 寅 渍2,w) = V(渍1,w) 寅Ln

V(渍2,w) =
min(1,1 - V(渍1,w) + V(渍2,w)) 逸 c

要使上式成立,即使 1 - V(渍1,w) + V(渍2,w) 逸
c ,由 V(阴渍2,u) = V(渍2,w) 有 1 - V(渍1,w) + V(阴渍2,

u) 逸 c ,进一步有 V(阴渍2,u) 逸 c + V(渍1,w) - 1,由
V(渍1,w) 逸 d 有 V(阴渍2,u) 逸 c + d - 1。 因此得证。

(2)公理 T 的有效性。 给定任意 n 值模型 M 及公

式 渍 ,对于任意 u 沂 S ,往证 V(阴渍 寅 渍,u) = 1。 进一

步假设 V(阴渍,u) = c ,欲使 V(阴渍 寅 渍,u) = 1,需证

V(渍,u) 逸 c 。 展开 V(阴渍,u) 如下:
V(阴渍,u) =夷Ln

{V(渍,v) | 坌v 沂 S 且(u,v) 沂 R}
由于系统 Tn 需关系 R 满足自反性,则 (u,u) 沂

R ,进一步有 V(渍,u) 逸 V(阴渍,u) = c 。 因此得证。
(3)公理 4 的有效性。 给定任意 n 值模型 M 及公

式 渍 ,对于任意 u 沂 S ,往证 V(阴渍 寅阴阴渍,u) = 1。 进

一步假设 V(阴渍,u)= c ,欲使 V(阴渍寅阴阴渍,u)= 1,需证

V(阴阴渍,u) 逸 c 。 任给 w 沂 S ,使得 (u,w) 沂 R2,欲使

V(阴阴渍,u) 逸 c ,根据 V(阴阴渍,u) 的展开式及 w的任意

性,只需证 V(渍,w) 逸 c 。
展开 V(阴渍,u) 如下:
V(阴渍,u) =夷Ln

{V(渍,v) | 坌v 沂 S 且(u,v) 沂 R}
由 (u,w) 沂 R2 以及系统 S4n 中关系 R 的传递性

有 (u,w) 沂 R ,因此根据上式有结论 V(渍,w) 逸
V(阴渍,u) = c 成立。 因此得证。

(4)公理 5 的有效性。 给定任意 n 值模型 M 及公

式 渍 ,对于任意 u沂 S ,往证 V(殷渍寅阴殷渍,u)= 1。 进

一步假设 V(殷渍,u) = c ,欲使 V(殷渍 寅 阴殷渍,u) = 1,
需证 V(阴殷渍,u) 逸 c 。 任给 v沂 S ,使得 (u,v) 沂 R ,
欲使 V(阴殷渍,u) 逸 c ,只需证 V(殷渍,v) 逸 c 。

展开 V(殷渍,u) 如下:
V(殷渍,u) = 遗Ln

{V(渍,w) | 坌w 沂 S 且(u,w) 沂
R} = c

因此,存在 w 沂 S 且(u,w) 沂 R ,使得 V(渍,w) =
c 。 由于系统 S5n 中关系 R 具有欧性,有 (v,w) 沂 R ,
进一步根据 V(殷渍,v) 的展开式有 V(殷渍,v) 逸 V(渍,
w) = c 。 因此得证。

(5)公理 A1 的有效性。 给定任意 n 值模型 M 及

公式 渍 ,对任意 u 沂 S ,证 V(阴1
-
,u) = 1。 展开 V(阴1

-
,

u) 有 V(阴1
-
,u) =夷Ln

{V(1
-
,v) | 坌v 沂 S 且 (u,v) 沂

R} 。 根据定义 4 有 V(1
-
,v) = 1,进一步有 V(阴1

-
,u) =

1。 因此得证。
(6)公理 A2 的有效性。 先证公式 阴(軈a寅渍) 寅(軈a

寅阴渍) 的有效性。 给定任意 n 值模型 M 及公式 渍 ,对
于任意 u 沂 S ,往证 V(阴(軈a 寅 渍) 寅 (軈a 寅阴渍),u) = 1
结论成立。 假设有 V(阴(軈a寅渍),u)= c结论成立,若要

使 V(阴(軈a 寅 渍) 寅 (軈a 寅 阴渍),u) = 1 结论成立,需证

V(軈a 寅阴渍,u) 逸 c 。 展开 V(軈a 寅 阴渍,u) 有,欲证 V(軈a
寅阴渍,u) 逸 c ,即证 V(阴渍,u) 逸 a + c - 1。 进一步展

开 V(阴渍,u) 有,欲证 V(阴渍,u) 逸 a + c - 1,即证坌v沂
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S 且(u,v) 沂 R ,有 V(渍,v) 逸 a + c - 1 成立。 展开

V(阴(軈a 寅 渍),u) 如下:
V(阴(軈a 寅 渍),u) =
摇 摇 夷Ln

{V(軈a寅 渍,v) | 坌v沂 S且(u,v) 沂 R} =
摇 摇 夷Ln

{min(1,1 - a + V(渍,v)) | 坌v 沂 S
且(u,v) 沂 R} = c
欲使上式结论成立,有 坌v 沂 S 且(u,v) 沂 R ,需

有 1 - a + V(渍,v) 逸 c ,即 V(渍,v) 逸 a + c - 1。 因此

得证。
再证公式 (軈a寅阴渍) 寅阴(軈a寅 渍) 的有效性。 给定

任意 n 值模型 M 及公式 渍 ,对于任意 u 沂 S ,往证

V((軈a 寅阴渍) 寅阴(軈a 寅 渍),u) = 1 结论成立。 现假设

V(軈a 寅阴渍,u) = c 结论成立,若要使得 V((軈a 寅 阴渍) 寅
阴(軈a 寅 渍),u) = 1 结论成立,需证 V(阴(軈a 寅 渍),u) 逸
c 。 展开 V(阴(軈a寅 渍),u) 有,欲证 V(阴(軈a寅 渍),u) 逸
c ,即证 坌v沂 S且(u,v) 沂 R , V(軈a寅 渍,v) 逸 c ;进一

步展开 V(軈a 寅 渍,v) 有,欲证 V(軈a 寅 渍,v) 逸 c ,即证

V(渍,v) 逸 a + c - 1。 展开 V(軈a 寅阴渍,u) 如下:
V(軈a 寅阴渍,u) = V(軈a,u) 寅Ln

V(阴渍,u) =
摇 摇 min(1,1 - a + V(阴渍,u)) = c
欲使上式成立,需 1 - a + V(阴渍,u) = c ,即 V(阴渍,

u) = a + c - 1。 展开 V(阴渍,u) 有,欲使 V(阴渍,u)= a + c
- 1 成立,有坌v沂 S且(u,v) 沂R , V(渍,v) 逸 a + c - 1
成立。 因此得证。

下面证明规则的正确性。
(7)分离规则 MP 的正确性。 给定任意 n 值模型

M 及公式 渍 ,根据归纳假设有 VM(渍) = 1, VM(渍寅 鬃) =
1,往证 VM(鬃) = 1。 由 VM(渍) = 1 和 VM(渍寅 鬃) = 1 有,
对于任意状态 u沂 S , V(渍,u) = V(渍寅 鬃,u) = 1。 V(渍
寅 鬃,u) 可展开如下:

V(渍 寅 鬃,u) = V(渍,u) 寅Ln
V(鬃,u) =

min(1,1 - V(渍,u) + V(鬃,u)) =
min(1,V(鬃,u)) = 1

由于 V(鬃,u) 臆 1,要使上式成立,则有 V(鬃,u) =
1,由于 u 的任意性,即有 VM(鬃) = 1。 因此得证。

(8)推导规则 N 的正确性。 给定任意 n 值模型 M
及公式 渍 ,根据归纳假设有 VM(渍) = 1,往证 VM(阴渍) =
1。 由 VM(渍) = 1 有,对于任意 u沂S , V(渍,u) = 1。 展

开 V(阴渍,u) 如下:
V(阴渍,u) =夷Ln

{V(渍,v) | 坌v 沂 S 且(u,v) 沂 R}
设存在状态 w 沂 S 且(u,w) 沂 R ,并且使得 w =

argmin坌v沂S且(u,v)沂RV(渍,v) ,由上式有 V(阴渍,u) = V(渍,
w) 。 由于 u 具有任意性,有 V(渍,w) = 1,进一步有

V(阴渍,u) ,因而 VM(阴渍) = 1 得证。
证毕。

4摇 完备性的证明
本节给出 n 值关系语义下命题模态逻辑完备性的

证明。 其证明目标是:任给 Qn 的模型 M 、公式集 祝 ,
对于任意的 渍 ,且 渍是 祝 的 Ln -后承,有 祝 撰n渍 。 具体

按如下思路进行:任给公式集 祝胰{渍} 哿Qn ,欲证:如
果 渍 是 祝 的 Ln -后承,那么 祝 撰n渍 ;则证明其逆否命

题:如果 祝 撰n渍 ,那么 渍 不是 祝 的 Ln -后承。 为证明 渍
不是 祝 的 Ln -后承,寻找模型 M ' ,使得对于任意的 鬃
沂 祝 , VM'(鬃) = 1,有 VM'(渍) 屹1,也即 渍不是 祝 的 Ln -
后承,结合假设 祝 撰n渍 ,完备性即可得证。 上述所寻

找的模型通常称为典范模型( canonical model),下面

给出该模型的构造。 在此之前先定义极大一致集。 当

存在某个公式 渍沂 Qn ,使得 赘 撰n渍 ,称公式集 赘 是一

致的。 极大一致集基于公式集的一致性进行定义,
如下:

定义 7(极大一致集):任给 n 值命题模态公式集

赘 , 赘 是一致的,且不存在任何 赘 ' 劢 赘 ,使得 赘 ' 是一

致的,则称 赘 是极大一致集。
下文用 M撰n

代表公理系统 撰n 上所有极大一致集

构成的集合。 进一步,根据极大一致集的定义,有如下

引理。
引理 1:任给逻辑系统 撰n 的极大一致集 赘 ,对任

意 n 值命题模态公式 渍,鬃 有:
(1) 赘 撰n渍 当且仅当 渍 沂 赘 ;
(2) 劭 渍 沂 赘 当且仅当 渍 埸 赘 ;
(3) 渍 寅 鬃 沂 赘 当且仅当 渍 埸 赘 或 鬃 沂 赘 ;
(4) 渍 夷 鬃 沂 赘 当且仅当 渍 沂 赘 且 鬃 沂 赘 ;
(5) 渍 遗 鬃 沂 赘 当且仅当 渍 沂 赘 或 鬃 沂 赘 。
证明 分别针对上述 5 条结论证明:
(1)(圯)若 赘 撰n渍 ,假设 渍 埸 赘 ,则存在 赘 胰

{渍} 劢 赘 亦是一致的,因此得证。 (坩)根据 撰n 的自

反性可得。
(2)(圯)若 劭 渍 沂 赘 ,根据(1)有 赘 撰n劭 渍 。 假

设 渍 沂 赘 ,根据(1)有 赘 撰n渍 。 因此, 赘 可以推出任

何公式,这与 赘 是一致的矛盾,因此 渍 埸 赘 。 (坩)若
渍 埸 赘 ,根据(1)有 赘 撰n渍 。 假设 劭 渍 埸 赘 ,根据(1)
有 赘 撰n劭 渍 。 由于 赘 是极大一致集,有 赘 撰渍 遗
劭 渍 ,即 赘 撰n渍 或 赘 撰n劭 渍 ,与假设矛盾。 因此 劭 渍
沂 赘 。

(3)(圯)若 渍 寅 鬃 沂赘 ,根据(1)有 赘 撰n渍 寅 鬃 ,
根据经典命题逻辑的演绎定理有 赘,渍 撰n鬃 。 假设 渍
沂 赘 ,即有 赘 撰n鬃 ,进一步根据(1)有 鬃 沂 赘 。 由此

有 渍 埸 赘 或 鬃 沂 赘 。 (坩)若 渍 埸 赘 ,根据(1)有 赘
撰n劭 渍 ;若 鬃 沂 赘 ,根据(1)有 赘 撰n鬃 。 根据经典逻

辑演绎定理有 赘 撰n渍 寅 鬃 ,进一步根据(1)有 渍 寅 鬃
沂 赘 。
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(4)根据算子 夷 与 寅,劭 的等价性,若 渍 夷 鬃 沂
赘 ,当且仅当 劭 (渍 寅 劭 鬃) 沂 赘 ,当且仅当 (根据

(2)) (渍 寅 劭 鬃) 埸 赘 ,当且仅当(根据(3)) 渍 沂 赘
且 劭 鬃 埸 赘 ,当且仅当(根据(2)) 渍 沂 赘 且 鬃 沂 赘 。

(5)根据算子 遗 与 寅、劭 的等价性,若 渍 遗 鬃 沂
赘 ,当且仅当 劭 渍 寅 鬃 沂赘 ,当且仅当(根据(3)) 劭 渍
埸 赘 或 鬃 沂 赘 ,当且仅当(根据(2)) 渍 沂 赘 或 鬃
沂 赘 。

证毕。
针对公理系统 撰n 的典范模型 M撰n 基于 撰n 上极大

一致集的集合 M撰n
进行构建。 具体定义如下:

定义 8(典范模型):对于公理系统 撰n ,构建模型

M撰n = (S撰n,R撰n,V撰n) ,其中:
(1) S撰n = M撰n

;
(2)对于任意的 u,w 沂 S撰n , (u,w) 沂 R撰n 当且仅

当,对任意的公式 渍 沂 Qn ,若 阴渍 沂 u 则 渍 沂 w ;同时

R撰n 满足对应系统 撰 对关系的要求;
(3)对于所有的命题变元 p , V撰n(p,u) = 1 当且仅

当 p 沂 u ;
(4)对于任意公式 渍 , V撰n(渍,u) 满足定义 4。 称

模型 M撰n 为 撰n 的典范模型。
显然,根据定义 4,上述模型 M撰n 是一个 n 值命题

模态逻辑模型。 进一步,由上述定义 (2) 易得如下

推论。
推论 1:模型 M撰n = (S撰n,R撰n,V撰n) 是系统 撰n 的典

范模型,对于任意的 u,w沂 S撰n ,若 (u,w) 沂 R撰n ,那么

对任意的公式 渍 沂 Qn ,当 渍 沂 w 时, 阴渍 沂 u 成立。
在进入完备性证明前,还需证明如下真值引理。
引理 2(真值引理):令M撰n = (S撰n,R撰n,V撰n) 为逻辑

系统 撰n 的典范模型,对任意 u 沂 S撰n 及任意 n 值模态

逻辑公式 渍 ,有 V撰n(渍,u) = 1 当且仅当 渍 沂 u 。
证明:施归纳于 渍 的语法构造。
基础步:当 渍 为命题变元时,由定义 8(3)易证。
归纳步:施归纳于定义 3 中的逻辑算子( 劭 , 遗,

夷, 寅,阴 )如下:
(1) 渍: = 劭 鬃 ,此时有 V撰n(渍,u) = 1 当且仅当

V撰n(鬃,u) = ~ V撰n(渍,u) = 0。 根据归纳假设, V撰n(鬃,u)
屹 1 当且仅当 鬃 埸 u 。 根据引理 1(2), 鬃 埸 u 当且仅

当 劭 鬃 沂 u ,即 渍 沂 u 。
(2) 渍: = 鬃 遗 字 ,此时有 V撰n(渍,u) = 1 当且仅当

V撰n(鬃 遗 字,u) = 1,即 V撰n(鬃,u) = 1 或 V撰n(字,u) = 1。 根

据归纳假设, V撰n(鬃,u) = 1 或 V撰n(字,u) = 1,当且仅当 鬃
沂 u 或 字 沂 u ,当且仅当(根据引理 1(5)) 鬃 遗 字 沂 u ,
即 渍 沂 u 。

(3) 渍: = 鬃 夷 字 ,此时有 V撰n(渍,u) = 1 当且仅当

V撰n(鬃 夷 字,u) = 1,即 V撰n(鬃,u) = 1 且 V撰n(字,u) = 1。 根

据归纳假设, V撰n(鬃,u) = 1 且 V撰n(字,u) = 1,当且仅当 鬃
沂 u 且 字 沂 u ,当且仅当(根据引理 1(4)) 鬃 夷 字 沂 u ,
即 渍 沂 u 。

(4) 渍: = 鬃 寅 字 ,此时有 V撰n(渍,u) = 1 当且仅当

V撰n(鬃 寅 字,u) = 1。 展开 V撰n(鬃 寅 字,u) 如下:
V撰n(鬃 寅 字,u) = V撰n(鬃,u) 寅Ln

V撰n(鬃,字) =
摇 摇 min(1,1 - V撰n(鬃,u) + V撰n(字,u)) = 1
欲使上式成立,需 V撰n(字,u) 逸 V撰n(鬃,u) 。 ( i)假

设 V撰n(鬃,u)= 1,有 V撰n(字,u)= 1,根据归纳假设 字沂 u ;
( ii) 假设 V撰n(鬃,u) < 1,那么 V撰n(字,u) 只需满足

V撰n(字,u) 逸 V撰n(鬃,u) 即可。 由于 V撰n(鬃,u) < 1,即
V撰n(鬃,u) 屹1,根据归纳假设, 鬃埸 u 。 因此, V撰n(鬃寅
字,u) = 1,当且仅当( i)或( ii)成立,当且仅当 鬃 埸 u 或

字 沂 u ,当且仅当(根据引理 1(3)) 鬃 寅 字 沂 u ,即 渍
沂 u 。

(5) 渍: =阴鬃 ,(圯)若 V撰n(渍,u) = 1,即 V撰n(阴鬃,u)
= 1。 展开 V撰n(阴鬃,u) 如下:

V撰n(阴鬃,u)= 夷Ln
{V撰n(鬃,v) | 坌v沂 S撰n 且(u,v) 沂

R撰n}
由于 V撰n(阴鬃,u) = 1,因此 坌v 沂 S撰 且(u,v) 沂

R撰n ,有 V撰n(鬃,v) = 1,根据归纳假设 鬃 沂 v 。 根据推论

5. 1,有 阴鬃 沂 u ,即 渍 沂 u 。
(坩)若 渍 沂 u ,即 阴鬃 沂 u ,任给 v沂 S撰n 使得 (u,

v) 沂 R撰n ,根据定义 8(2)有 鬃 沂 v ,根据归纳假设,
V撰n(鬃,v) = 1。 展开 V撰n(阴鬃,u) 如下:

V撰n(阴鬃,u)= 夷Ln
{V撰n(鬃,v) | 坌v沂 S撰n 且(u,v) 沂

R撰n}
由 V撰n(鬃,v) = 1 及 v 任意性,有 V撰n(阴鬃,u) = 1。
证毕。
下面可进一步完成完备性的证明。
定理 3:任给公式集 祝 ,那么对于任意的 渍 , 渍 是

祝 的 Ln -后承,有 祝 撰n渍 。
证明 证明其逆否命题:如果 祝 撰n渍 ,那么 渍 不是

祝 的 Ln -后承。 欲证明 渍 不是 祝的 Ln -后承,则需寻找

模型 M ' ,使得对于任意的 鬃 沂 祝 , VM'(鬃) = 1,有
VM'(渍) 屹 1。

所寻找的模型为 撰n 的典范模型 M撰n = (S撰n,R撰n,
V撰n) 。 令 祝 ' 为 撰n 的极大一致集,且 祝 ' 劢 祝 ,有 祝 '

沂 S撰n 。
(1)对于任意的 鬃 沂祝 ,有 鬃 沂祝 ' ,根据引理 2 进

一步有 V撰n(鬃,祝 ') = 1。
(2)由假设 祝 撰n渍 及 祝 ' 的一致性,有 祝 '

撰n渍。 根

据引理 1(1),有 渍 埸 祝 '。 根据引理 2,有 V撰n(渍,祝 ')
屹 1。

综合(1)和(2)可证上述逆否命题。
证毕。
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5摇 结束语
从实用角度出发,基于 覵ukasiewicz 代数系统建立

一种新的 n 值关系语义下的命题模态逻辑。 具体而

言,将关系语义中的状态进行 n 值化处理,同时保持状

态间关系的确定性,基于此给出了 n 值关系语义下命

题模态逻辑公式的定义,证明了在给定语义模型下的

可满足性、有效性。 此外,证明了经典模态逻辑系统

K,T ,S4 和 S5 在 n 值关系语义下的正确性和完备性。
下一步工作将从两方面开展:首先,完备性证明中使用

的典范模型具有无限性,不利于考察计算复杂度问题。
后续研究将探索是否可以建立有限的典范模型,从而

给出可满足性的可判定算法及其计算复杂度;其次,利
用该文建立 n 值命题模态逻辑所使用的方法,考察如

何进一步扩展到其它模态逻辑系统中,如一阶模态逻

辑、时序逻辑中。
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